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Przypomnienie i uzupetnienie wiadomosci o wielomianach

Def. Wielomianem rzeczywistym stopnia ne NU{0}nazywamy funkcj¢ W: R—R okre§lona wzorem

n—1

Wx)=a,x" +a, ,x"" +--+ax+a,,
gdzie wspotczynniki azeR dla 0<k<n oraz a,#0. Ponadto przyjmujemy, ze funkcja W (x)=0

jest wielomianem stopnia -o.

Def. Wielomianem zespolonym stopnia ne NU{0}nazywamy funkcje¢ W: C—C okre§lona wzorem
W(z)=a,z" + an_lz"_1 +-+az+a,,
gdzie wspotczynniki ;e C dla 0<k<n oraz a,#0.Ponadto przyjmujemy, ze funkcja W (z)=0

jest wielomianem stopnia -oo

Kazdy wielomian rzeczywisty mozna traktowa¢ jako szczegdélny wielomian zespolony.
Wielomian rzeczywisty lub zespolony nazywac bedziemy krotko wielomianem.

Roéwnos¢ wielomianéw

Wielomiany P i Q saréowne gdy VxeR(C) P(x)=0(x).

Tw. Wielomiany sa sobie rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sa tego samego stopnia i maja réwne

wspotezynniki przy odpowiednich potggach

Suma, réznica i iloczyn wielomianéw (rzeczywistych lub zespolonych)
(P£0)(x)=P(x) +O(x)
(P-O)(x) = P(x)- O(x)

Oczywiscie suma rdznica i iloczyn wielomiandéw sg nadal wielomianami.

Def. Liczbg rzeczywista (zespolona) xo nazywamy pierwiastkiem rzeczywistym (zespolonym)

wielomianu W jezeli W(x,)=0.

Def. Liczba x, jest pierwiastkiem A-krotnym wielomianu W wtedy i tylko wtedy gdy istnieje

wielomian P taki, ze W (x)=(x—x, YEP(x) i P(x0)#0.

Zasadnicze twierdzenie algebry. Kazdy zespolony wielomian stopnia ne N ma doktadnie n

pierwiastkow zespolonych (przy czym k -krotne miejsce zerowe liczymy k razy).
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Whioski z zasadniczego twierdzenia algebry
e Niech wielomian zespolony W(z)=a,z" +a, ,z"" ++--+a,z +a,, stopnia neN ma pierwiastki

zespolone z; o krotno$ciach k; gdzie k;eN dla 1<j<m oraz k\+ky+...+k,=n. Wtedy
W(2)=a,(z-2)"(z=2,)" (z=2,)".

Jezeli liczba zespolona z, jest pierwiastkiem wielomianu o wspotczynnikach rzeczywistych to

liczba zespolona sprzgzona z, rdéwniez jest pierwiastkiem tego wielomianu (dowéd — éwiczenia)
e Kazdy wielomian rzeczywisty stopnia n€ N mozna zapisa¢ w postaci
W(x)= K ky (2 l 2 I,
(x) _an(Z_xl) ”'('x_xr) (x +p1x+ql) '“(x +psx+qs) 9

gdzie (k+...+k)H2(L+ ... +)=n a x;,...,x, sarzeczywistymi pierwiastkami wielomianu o

krotnosciach ki,...,k,. . (dowéd — éwiczenia)

Przestrzenie liniowe (wektorowe)

Intuicja. Przestrzen liniowa to zbior obiektow zwanych wektorami, ktore umiemy dodawac i mnozy¢

przez skalary (liczby)

Def. Niech (K,+,-) bedzie cialem przemiennym a ¥ pewnym zbiorem (niepustym). Niech bgda dane

dwa dziatania
D : IxV->V (dziatanie wewngtrzne w zbiorze V') i

© : KxV—V  (dzialanie zewnetrzne w zbiorze V' nad zbiorem K)

Przestrzenia liniowa (inaczej wektorowa) ¥ nad ciatlem K nazywamy czworke (V, (K,+,-),®, ©) jezeli

sa spetnione nastepujace warunki (postulaty)

1. (V, ®) jest grupa abelowa
2. Vx,yeV VaeK a® (x®y)= (adx) (o Oy)
3. VxeV Va,feK (a+p0Ox=(adx) (L Ox)
4. VxeV Va,feK (a-POx=ad (fox)
5. VxelV 10x=x
Elementy zbioru /' nazywamy wektorami a elementy ciata K skalarami.

Dziatanie wewngtrzne @ nazywamy dodawaniem wektorow a dzialanie zewngtrzne © nazywamy

mnozeniem wektora przez skalar.
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Przyklady przestrzeni liniowych
e Niech (K,+,") bedzie ciatem a V=K". Elementami zbioru ¥ sa wigc n- elementowe ciagi skalarow
postaci x=(xy,...,x,). Dzialania definiujemy nast¢pujaco:

(X1seeesXn) @ W1seeenVi)= X1V 10Xt V)

AO Viyeeeshn)= (A X1,e.ey OXy).
Mozna sprawdzi¢ (¢wiczenia), ze struktura (K”,(K,+,), ®,0) jest przestrzenia liniowa. W
szczegblnosci (R",(R,+,),®, ©) , (C"(C,+,),®, ©), (C"(R,+,"),®, O) sa przestrzeniami liniowymi.

e Niech (K,+,") bedzie ciatem liczb rzeczywistych lub zespolonych a V=W},; bedzie zbiorem
wielomiandéw (rzeczywistych lub zespolonych) stopnia co najwyzej n. Dodawanie ®
wielomianéw i mnozenie wielomianu przez liczby © definiujemy w zwykty sposob.

Struktura (W,,;,(K,+,"), ©,0) jest przestrzenia liniowa.

e Niech (K,+,") bedzie ciatem liczb rzeczywistych lub zespolonych a V=W bedzie zbiorem
wielomianéw (rzeczywistych lub zespolonych) bez ograniczenia na stopien.
Struktura (W,(K,+,), @,0) jest przestrzenia liniowa

Uwaga. Wszystkie wymienione powyzej przyklady przestrzeni liniowych sa szczegdlnym

przypadkiem przestrzeni liniowej zdefiniowanej ponizej

e Niech (K,+,-) bedzie ciatem liczb rzeczywistych lub zespolonych a V=% bedzie zbiorem funkcji
odpowiednio rzeczywistych lub zespolonych okreslonych na tej samej dziedzinie D.
Dodawanie funkcji i mnozenie funkcji przez liczbg okre§lamy wzorami

Vg eF (fB)x)tglx),
Vaek, Vfe 5 (aOg)(x)= a-fx).
Struktura (F,(K,+,), @,0) jest przestrzenig liniowa.

Zadanie. Sprawdzi¢, Ze podane powyzej struktury sa rzeczywiScie przestrzeniami liniowymi.

Umowa. Z uwagi na prostotg zapisu rezygnujemy z symbolow (@,0 ) na rzecz (+,-). Trzeba teraz
odréznia¢ dodawanie wektorow od dodawania skalarow (elementoéw ciata- liczb) oznaczane tym
samym symbolem (+) , oraz mnozenie wektora przez skalar od mnozenia skalarow oznaczane (-).
Przy tym rozroznieniu nie prowadzi to do nieporozumien. Dla uproszczenia bedziemy tez zapisywac

przestrzen w postaci (V, K, +,-) pomijajac jawne wypisywanie dziatan w ciele K

W przestrzeni liniowej (V, K, +,-) prawdziwe jest nastepujace
Tw. a) VveV 0v=0

b) Vaek a0=0

av=0= o=0vv=0

d)VaeK VvelV -(av)=(-a)v
Dowéd. a) 0-v+v=0-v+1-v=(0+1)-v=1-v=v . Stad 0-v=0.

b) a-0+ta-v=a (0+ v)= a-v. Stad a-0=0.
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c) Jezeli o=0 to teza jest prawdziwa. Jezeli a0 to istnieje o' takie ze o 'a =1

av=0a"'=@'a) v=0=1.v=0=v=0.

d) av H(-a)-v=(at(- @))- v=0-v=0. Stad -(a-v)=(- @)- v
Podprzestrzen liniowa

Def. Niech (V, K, +,-) bedzie przestrzenia liniowa a UcV bedzie niepustym podzbiorem zbioru V.
Jezeli struktura (U, K, +,-) jest przestrzenia liniowa, to U nazywamy podprzestrzenig liniowa

przestrzeni liniowej V.

. . . vx,yeU x+yeU
Tw. UcV jest podprzestrzenia przestrzeni V' <
VaeK VxeU aoaxeU

Komentarz. Powyzsze dwa warunki gwarantuja ze dzianie (+) jest wewngtrzne w U a dziatanie (+)
jest dzialaniem zewngtrznym w U nad zbiorem K . Dowod implikacji = jest oczywisty, natomiast
dowod <= polega na sprawdzeniu warunkéw z definicji przestrzeni (sprawdzi¢ te warunki!).Np.
zaktadajac, ze spelnione sa 2 warunki z prawej strony powyzszej rdwnowaznosci i korzystajac z
poprzedniego twierdzenia mamy

xeU= (-)x=-x €U { bo = x+(- x)=0eU.

Podprzestrzen U przestrzeni V' musi wigc zawiera¢ wektor zerowy przestrzeni V.

Liniowa kombinacja wektorow

Def. Niech (V, K, +,-) bedzie przestrzenia liniowa. Wektor Z a,v, gdzie o, €K, v, eV ;i=l,,..n
i=1

nazywamy liniowa kombinacja wektorow v,,..., v, o wspdtczynnikach «.,...,«,,.

Przyklady kombinacji liniowych

1 -1 0
e W przestrzeni (R°,(R,+,-),+,)  wektor 2|0|-3| 2 |+| 0] jest liniowa kombinacja wektorow
1 5 1
1 -1] 10
0|, 2 [,| 0| owspdtczynnikach odpowiednio 2,-3, 1.
1 5 1

e Niech 5 bedzie zbiorem funkcji rzeczywistych zmiennej rzeczywiste;.

W przestrzeni (F,(R,+,), +,) funkcja f(¢)=a,e’ +a, In(1+ )+ o, sint + o, jest liniowa

kombinacja funkcji £i(f) =¢' , £5(¢) =In(1+£>), f3(¢) =sin ¢, fi(t) =1 o wspbtczynnikach o, o, o, .



