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Liniowa niezaleznos¢ wektorow

Niech (V, K,+,-) bedzie przestrzenig liniowa nad ciatem K
Def. Wektory v;, ..., V, nazywamy liniowo niezaleznymi, gdy prawdziwa jest implikacja
i=1

tzn. z zerowania si¢ liniowej kombinacji wynika zerowanie si¢ wszystkich jej wspolczynnikow.

Jezeli wektory vy, ..., V, nie s3 liniowo niezalezne, to sa one liniowo zalezne.

Whniosek. Wektory vy, ..., v, sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg skalary a,..., o, nie
n

wszystkie réwne 0 takie, ze " a;V; =0
i-1

Uwagi.

e Dowolny niezerowy wektor jest liniowo niezalezny (wniosek z faktu av=0= «o=0v v =0).

e Wektory vy, ..., vV, sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z nich jest liniowa

kombinacjg pozostatych wektorow.

n
Rzeczywiscie z definicji liniowej zalezno$ci wynika, ze Z(Zivi =0 i co najmniej jeden ze
i1

n — .
wspotczynnikow jest niezerowy (powiedzmy oy#0). Stad v, = Z( i jvi :
i2\ 1

Def. Skonczony zbior wektorow A={v;,..., vV, } hazywamy liniowo niezaleznym jezeli wektory vy, ...,

V;, sa liniowo niezalezne. Nieskonczony zbior B wektorow nazywamy liniowo niezaleznym, jezeli

kazdy jego skonczony podzbior A jest liniowo niezalezny.

Powi{oka liniowa

Niech (V, K,+,-) bedzie przestrzenig liniowa nad ciatem K, a zbior Ac V bedzie pewnym niepustym

zbiorem wektorow przestrzeni V.

Def. Powloka liniowg zbioru Ac V nazywamy zbior wszystkich kombinacji liniowych wektoréw ze

zbioru A, ktory oznaczamy: span A lub lin A .

Tw. Powtoka liniowa U=span A jest podprzestrzenig przestrzeni V (zwang podprzestrzenia
generowang przez zbior wektorow A)

i L ) . Vx,yeU X+yeU
Dowaéd. Wystarczy sprawdzié, ze spetnione sg warunki . Sg one
VaeK VxelU axeU

spelnione, bo suma dwoch liniowych kombinacji wektorow z A jest liniowg kombinacja wektorow z A

i liniowa kombinacja wektorow z A pomnozona przez skalar jest liniowa kombinacja wektorow z A.
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Baza, wymiar
Niech (V, K,+,-) bedzie przestrzenig liniowa nad ciatem K.
Def. Mowimy, ze zbior B V wektoréw jest baza przestrzeni liniowej V jezeli
o B jest zbiorem liniowo niezaleznym
. span B=V
Dowodzi si¢ nastgpujace twierdzenia (dowody pomijamy):
Tw. Kazda nietrywialna przestrzen liniowa V (czyli r6zna od V={0} ) posiada bazg.
Tw. Dwie rozne bazy tej samej przestrzeni sa rownoliczne.
Def. Jezeli przestrzen V ma baze¢ skoficzong B={vy, ..., V,} , to méwimy, Ze jest to przestrzen
skonczenie wymiarowa o wymiarze n i piszemy dim V=n. W tym przypadku bazg traktujemy
jako zbidr uporzadkowany B=(Vy, ..., V). Jezeli nie istnieje baza skonczona, to przestrzen

nazywamy nieskonczenie wymiarowa.

Wymiar przestrzeni sktadajacej sie tylko z wektora zerowego jest rowny 0.

Przyklady
e (R"R,+,) jest przestrzenig n wymiarowa. Bazg jest uporzadkowany zbior wektorow B=(ey,...,e,),
gdzie e; = ©,---, 1 ,---,0),j=1,...,n. Baz¢ ta nazywamy bazg kanoniczna przestrzeni
j—te migjsce
(RniR!+i')

e (C".C,+,) jest przestrzenig n wymiarowg z baza kanoniczng jak powyzej
e (C"R,+,) jest przestrzenig 2n wymiarowa z bazg B=(e,,€,....e,, €,) gdzie
e; =0, 1 ,--0) ¢=(0,-- i ,--0) (i oznacza tu jednostk¢ urojong), j=1,...,n.

j—te miejsce j—te miejsce

o  (Wp ,R+,-) (W zbidr wielomianéw rzeczywistych stopnia co najwyzej N jest przestrzenig n+l1
wymiarowa z kanoniczng baza jednomianéw B=(1,x, X°,...,x")

e (W ,R+,) (W zbior wielomianow rzeczywistych ) jest przestrzenig nieskonczenie wymiarowa z
przeliczalng baza jednomianow B=(1,x, X2,...)

Tw. Jezeli B=(vy, ..., V) jest uporzadkowang bazg skonczenie wymiarowej przestrzeni V, to kazdy
wektor tej przestrzeni da si¢ jednoznacznie przedstawi¢ w postaci liniowej kombinacji wektorow

bazy.

Dow. Mozliwo$¢ takiego przedstawienia jest konsekwencja faktu span B=V. Wystarczy wigc pokazaé

jednoznaczno$¢ takiego przedstawienia. Zatozmy, ze istniejg dwa takie przedstawienia
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n

n n n n
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1

liniowej niezaleznosci wektoréw bazy mamy V 1<k<n «, — g, =0,czyli «, =4, (Vk).

Def. Jednoznacznie wyznaczone wspotczynniki kombinacji liniowej z poprzedniego twierdzenia

nazywamy wspélrzednymi wektora v w bazie B=(vy, ..., vp).

Whioski.

o Kazdy uktad n liniowo niezaleznych wektorow przestrzeni N wymiarowej tworzy baze tej

przestrzeni.

e Kazdy uklad m wektoréw przestrzeni n wymiarowej jest liniowo zalezny, gdy m>n .

Odwzorowania (przeksztafcenia, transformacje) liniowe

Niech (V, K,+,-) i (W, K,+,-) beda przestrzeniami liniowymi nad tym samym ciatem K.

Def. Odwzorowanie T : V —-W nazywamy odwzorowaniem liniowym (homomorfizmem) jesli
1. Vv,v,eV T(vy+V,)=T(v)+T(v,) (addytywnos¢ T)
2. VveV VaeK T(av)=aT (V) (jednorodnos¢ T)

Odwzorowanie liniowe (homomorfizm) T : V —-W be¢dace injekcja nazywamy monomofizmem.
Odwzorowanie liniowe (homomorfizm) T : V —-W be¢dace surjekeja nazywamy epiomofizmem.
Odwzorowanie liniowe (homomorfizm) T : V —-W bedace bijekcja nazywamy izomofizmem.
Odwzorowanie liniowe (homomorfizm) T : V —V, to nazywamy endomofizmem.

Roéwnowaznie warunki 1 1 2 mozna zapisa¢ w postaci
Vv,V,eV Va,a,eK T(aVv,+a,V,)=a,T(v;)+a,T(v,).

Whniosek. Dla dowolnego przeksztatcenia liniowego T(0)=0

Przyklady przeksztalcen liniowych
o T:RPSRY T(X, Xy, Xg) = (2X; + Xy — Xg,—X; + X, +3Xg, X — 2X, +3X;)
o T:Wg—-Wy TW(X)=2wW"(X)+xwW(x—1)
e Niech V bedzie przestrzenig liniowa rzeczywistych funkcji ciagtych na przedziale [0,1]i niech
K bedzie rzeczywista funkcja ciagla na kwadracie [0,1]%[0,1]. Przeksztalcenie T : V —V

1
okreslamy w nastepujacy sposob : T (f)(x) = J. K(x,y) f(y)dy .
0

Zadanie. Sprawdzi¢, ze powyzsze przeksztatcenia sg przeksztatceniami liniowymi.

Uwaga. Przeksztatcenie T : R — R postaci T(x)=ax+b jest liniowe tylko wowczas gdy b=0.

Def. Jadrem przeksztatcenia liniowego T : V —W nazywamy zbior

KerT ={veV:T(v)=0}=T'[0] (przeciwobraz wektora zerowego)
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Def. Obrazem przeksztatcenia liniowego T : V —W nazywamy zbior
IMT ={weW:3veV w=T(V)}
Tw. Jadro przeksztatcenia liniowego T : V —W jest podprzestrzenia przestrzeni V a obraz jest
podprzestrzenig przestrzeni W.

Dowod. (Zrobi¢ na ¢wiczeniach)

Zadanie. Dla zdefiniowanych wcze$niej przeksztatcen liniowych T: R® — R* i T : Wz —Wpq znalezé

jadro.

Tw. Niech V bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenig (dim V=n)aT:V —-W przeksztalceniem

liniowym. Woéwczas
dimV=dimKerT +dimImT.

Dowod. Niech dim Ker T =k< n (bo Ker T jest podprzestrzenig przestrzeni V). Niech e,...,ex bedzie
bazg jadra (kazda przestrzen ma baze, wigc podprzestrzen takze). Uzupetniamy wektory ey, ...,
do bazy w V doktadajac wektory €.1,...,6n. Pozostaje wykaza¢, ze dim Im T = n-k. Aby to zrobié
wykazemy, ze wektory T(€+1),...,T(€n) tworza baze podprzestrzeni Im T.

W tym celu nalezy pokazac, ze
1. T(exs1),...,T(en) sa liniowo niezalezne.
2. span{T(ex+1),....T(e)}=ImT.
Ad 1. Zn:aiT(ei) =0 ={liniowos¢ T) T ( Zn:aiei) =0 = Zn:aiei e KerT = {Ker T jest

i=k+1 i=k+1 i=k+1

n Kk k n
podprzestrzenia } zaiei :zaiei = _zaiei + zaiei =0={liniowa niezaleznos¢
i—k+1 i-1 i-1 i—k+1

€1,....en} @; =0,V1<i<n = a; =0,Vk+1<i<n.

n
Ad 2. Wezmy dowolny wektor we Im T. Istnieje wigc v = Zaiei taki, ze T(v)=w. Stad
i1

n K n n n
w :T(Zaiei) :T(Zaiei + zaiei) =T( Zaiei) = zaiT(ei) :
i=1 i-1 i=k+1 i=k+1 i=k+1
Tw. Niech V i W beda przestrzeniami skonczenie wymiarowymi (dim V=n, dimW=m)aT:V -»>W
przeksztatceniem liniowym. Wowczas
1. T jestinjekcja (monomorfizmem < Ker T={0} (< dimImT=dimV)

2. T jest surjekcjg (epimorfizmem) < dim Im T = dim W=m

Dowod. (Ad 1 = dow. nie wprost) Niech 0=v,e Ker T, czyli T(vy) = 0. Wobec tego dla dowolnego
ve V. mamy T(v +v;)=T(v )+ T(v1) = T(v ), wigc T nie jest injekcja - sprzecznos¢

(Ad 1 C) T(V1)= T(V2 ) = T(Vl) - T(V2 ):O = T(Vl' V2):0 = Vq- Ve Ker T:{O}:> V1= Vy, Wl(;C T jest
injekcja

(Ad 2. =)oczywiste. (Ad2. <) Jesli Im T jest m wymiarowa podprzestrzenia przestrzeni m
wymiarowej, to jest calg przestrzenia.



