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Macierze

Niech N,={l,...,p} bedzie zbiorem poczatkowych liczb naturalnych. Niech K oznacza ciato-zwykle

ciato liczb rzeczywistych R lub zespolonych C. Rozwazmy zbior N,xN, par liczb naturalnych.

Def. Macierza typu (p,q) (inaczej o wymiarach pxg )nazywamy funkcje
A : NyxN,3(ij))—>A())=a;€K .
Wartosci A(i,j)=a; funkcji A na elementach (i,/) nazywamy elementami macierzy.
Jesli elementy sa liczbami rzeczywistymi (zespolonymi), to macierz nazywamy rzeczywista

(zespolona). Elementy te mozna zestawi¢ w postaci prostokatnej tablicy:

a &, 4y
A= ay Gy ottt Gy | ity wiersz
L9p1 Ay g

J — ta kolumna

Szczegdlne typy macierzy

e kwadratowa - tzn. p=q - elementy aj,...,a,, tworza tzw. gtdéwna przekatna

ap a; ap
a; aij aip
1 ap; App

e diagonalna - tzn. kwadratowa z zerowymi elementami poza gtéwna przekatna

a, - 0 - 0
(.) a:il. 0
o - 0 . |
e jednostkowa — diagonal?a z elementami na przekatnej rownymi 1 — oznaczenie E lub I)
1 - 0 - 0
I=E=(; 1 ol k
o 0t
a, - 0 - 0 _a.“ a.u a{p_
o trojkatna dolna a;l o, 0 1 gorna 0 - a; - a,

e zerowa - o wszystkich elementach réwnych 0- oznaczenie O
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Poniewaz macierze to szczeg6lne funkcje rowno$¢ macierzy rozumiemy tak jak rownos¢ funkcji.

Def. Dwie macierze sa réwne, gdy sa tego samego typu i odpowiednie elementy obu macierzy sa

sobie rowne.

» Dodawanie i odejmowanie macierzy tego samego typu

iy @, g by, by; by,
Niech A= a; a; a, |=la;] » B=|by by by |= (5]
_apl ap pq _bpl bpj bpq
a,, by, a;; by a,, b,
Wowezas A+B=| a,+b, a, +b; a, by, |=la, +b;]
| 91 t b apj t bpj Apq t bpq
=  Mnozenie macierzy A przez liczbg ¢
cay, cay; cay,
cA=|ca; cay; ca, |=[ca;]
ca, ca, ca,, |

* Transpozycja macierzy A =[q;] typu (p,q) nazywamy macierz typu (¢,p) postaci AT = la;],

ktéra powstaje z macierzy A przez zamiang wierszy na kolumny i odwrotnie.

Whioski

1-A=A

0-A=0
(at+B)A=0A+BA
(ap)A=a(BA)
o(A+B)=0A+oB

Whiosek. Zbior macierzy tego samego typu z dziataniami dodawania macierzy i mnozenia macierzy

przez skalar tworzy przestrzen liniowa nad danym ciatem K. Elementem neutralnym

dodawania jest macierz zerowa. Macierza przeciwna do macierzy A jest macierz —A.

Dla macierzy mozna okre$li¢ jeszcze w pewnych przypadkach okresli¢

=  Mnozenie macierzy (uwaga na rozmiary macierzy !)

Ao =lasd: 8y =b]. am-cf), - San |

Przyklady

8 4
1. A=
N

3
B
i

-5
10 } Whniosek AB#BA
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1 -2 2 1 4 2 3 2 6
2. A=|3 1 =2 =|-6 5 -9| C=|2 -3 7| Wniosek. AB=AC, lecz BC
5 -3 2 -3 6 -5 4 -1 9
1 4 2
1 -2 2 o .
3. A= {3 { 2} B=|-6 5 -9|.Iloczyn AB istnicje a BA nie.
-3 6 -5

Wiasno$ci mnozenia macierzy (o ile iloczyny istnieja)

A(BC)=(AB)C
(A+B)C=AC+BC
AE=A EA=A (uwaga na wymiary)

Reprezentacja macierzowa przeksztafcenia liniowego

przestrzeni skonczenie wymiarowych

Niech V' i W beda przestrzeniami skonczenie wymiarowymi i dim V=n , dim W = m.
Niech (ey,...,e,) i (f,....f,) beda uporzadkowanymi bazami odpowiednio Vi W.
Rozwazmy przeksztatcenie liniowe 7: V —W .

Wezmy dowolny wektor ve V. Oczywiscie

n

V=Zvjej,wiqc T(v)= Z v,T (e;).
=

Jj=1
Wida¢, ze przeksztalcenie liniowe jest w pelni okreslone, jesli znamy jego wartosci na wektorach bazy
przestrzeni (ey,...,e,) przestrzeni V.

Rozwazmy j-ty wektor bazy, czyli e; 1jego obraz T(e;))e W. Wobec tego

T(e)=2 ayf;.
i=1

Wspotrzedne obrazu j-tego wektora bazowego beda tworzy¢ j-ta kolumng macierzy

an a; a,
A= a; aij a;, ’
_aml o am/' o amn |

ktora nazywamy reprezentacja macierzowa przeksztatcenia 7' w zadanych bazach przestrzeni.

Dla dowolnego wektora v = Zv €, 0 wspolrzednych | v; | w bazie (ey,....e,) otrzymujemy
J=
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T(v)= Zv T(e;)= Zv Zay, Z(Za,, v,

i=l j=1

Z drugiej strony

T(v)= i wif,.
i=1

Wida¢ wigc, ze wspotrzedne obrazu danego wektora wyznaczamy ze wzoru

n
w; zzaijvj , i=1,....m ,
J=1

ktory mozna zapisaé w postaci macierzowej

w ag, alj a, v
Wi — ail e al’j e al_n Vj
_Wm a _aml o amj T Ay ] _vn i

Uwaga. Przestrzen (V, K,+,-) i wymiarze dim V= n jest izomorficzna z przestrzenia (K", K, +,").
Naturalnym izomorfizmem jest przeksztatcenie, ktore danemu wektorowi przypisuje ciag jego
wspotrzednych w danej bazie. Ciag wspotrzednych zestawiamy w postaci kolumny (macierzy
o jednej kolumnie). Powyzsza réwno$¢ macierzowa pokazuje jak wyznaczy¢ wspotrzedne
obrazu danego wektora przez przeksztalcenie liniowe. OczywiScie z uwagi na wzmiankowany
wyzej izomorfizm, znajomo$¢ wspotrzgdnych wektora w danej bazie jest rtOwnowazna

znajomosci tego wektora.
Motywacja definicji mnozenia macierzy

Rozwazmy trzy przestrzenie V, W, U o wymiarach dim V=n, dim W=m, dim U=k i przeksztalcenia
liniowe

T:V-oW o reprezentacji macierzowej A

S:W-U o reprezentacji macierzowej B

przy ustalonych bazach w poszczegdlnych przestrzeniach.
Reprezentacjg macierzowa zlozenia So7 jest iloczyn macierzy BA.

Rzeczywiscie zapisujac zwiazki migdzy wspotrzednymi mamy

w; Zal/ Vi, =1,....m ; usziblwl,s 1,....k.
Stad DY YD YATS Yo WXATE YOUR
i1

i=1 Jj=1 i=

czyli [csj]z{ » u} Inaczej C=BA.
=



