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Wyznacznik macierzy

Uwaga. Pojecie wyznacznika macierzy (lub przeksztalcenia liniowego reprezentowanego przez

macierz) definiuje si¢ tylko dla macierzy kwadratowych.

Niech A= [al,...,an] bedzie macierza kwadratowa o kolumnach a,,...,a, .

Def. (aksjomatyczna). Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [al N ] nazywamy funkcje
det: A= [a1 R ] — det(A) € K , (ktéra danej macierzy kwadratowej przypisuje skalar)
spetniajacaq warunki:
1. det jest liniowa funkcja kazdej kolumny przy ustalonych pozostatych tzn.
det[al,...,aak + ﬂbk,...,an]: adet[al,...,ak,...,an]+ ﬂdet[al,...,bk,...,an]
2. det jest funkcja alternujaca tzn.

jeslidla a; =a; dla i#j, to detlal,...,ai,...,a a J=0

jor4n

3. det(I) = det[el,...,en ] =1 e;— i-ta kolumna macierzy jednostkowe;.

Z powyzszej aksjomatycznej definicji w wyznacznika wynika, ze:
a) Jezeli macierz ma zerowa kolumne, to jej wyznacznik jest rowny 0 (wniosek z 1 dla a=£=0)
b) Wyznacznik macierzy nie zmieni sig, jesli do danej kolumny dodamy liniowa kombinacje
pozostatych kolumn (wniosek z 1 1 2)
¢) Wyznacznik zmienia znak, gdy zamienimy miejscami dowolne dwie kolumny
d) Funkcja det jest jednoznacznie wyznaczona przez wtasnosci 1,2,3
Dow. ¢)
detlal,...,ai,...,aj,...,anJ= detlal,...,ai + aj,...,aj,...,anjz
= det[al,...,ai +a;,..a; - (a, + aj),...,an]z det[al,...,a‘ +a.,.,—a,,.., an]z

i Jjo i

= det[al,...,aj,...,—ai,...,an]z —det[al,...,aj,...,ai,...,an]

Dow. d)
n n n n n n
det[al,az,...,an]zdet Zakllekl,Zakzzekz,...,Zaknnekn =ZZ---Zakllak22-~-ak"n det[e; ,e; ,....,e; ]=
k=1 k=l k,=1 k=lk= k=l
— e(kykysenky)
= Z(_l) A1 Qgy200005 g g
(kysky sy JEP,

gdzie P, oznacza zbior wszystkich permutacji zbioru {1,2,....,n} (jestichn!), a

&(ky,k,,...,k,)oznacza ilo$¢ inwersji permutacji (k,,k,,....k,)

. _ £(ky Ky ook, . .
Uwaga. Wzor det[a,,a,,...,a, |= Z(—l) ! A 1Ay 25005 Ay, STANOWI tZW. permutacyjng
(ky kg sk )EP,

definicj¢ wyznacznika.
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Wyjasnienie

Def. Niech a,...,a, bgdzie skoficzonym ciagiem roéznych liczb rzeczywistych. Para (a;,a;) tworzy
inwersj¢ jezeli i<jia>a;

Przyklad. Rozwazmy ciag (1,7,5,4). Ile jest inwersji w tym ciagu? Z danego ciagu mozna utworzy¢
6 par bez zmiany porzadku (Cf) 2 (1,7), (1,5), (1,4), (7,5), (7,4), (5,4). Trzy ostatnie tworza
inwersje.

Bezposrednio z permutacyjnej definicji wyznacznika mamy

e det[ay]=an

o |Hn Giz|_
=04y Ay —dpdy

®  |Ay Ay Qx| =a1Axndsy tdpdndy T A130,05 — A1p0y1A33 — A1 Ap3dy; — d130,5,d3

Reguta Sarrusa |a,, a,,

Uwaga. Reguta Sarrusa stosuje si¢ tylko do wyznacznikéw Jsrtopnia trzeciego

Uwaga. Jako oznaczenie wyznacznika det A uzywa sig¢ rowniez |A| .
Z permutacyjnej definicji wyznacznika i wlasnosci permutacji otrzymujemy
Tw. Wyznacznik macierzy jest rowny wyznacznikowi macierzy transponowanej: det A =det A”.

Def Minorem elementu a; macierzy kwadratowej A=[ a;] nazywamy wyznacznik M;; utworzony a
wyznacznika macierzy A przez skreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny.

Def. Dopetnieniem algebraicznym elementu a; macierzy A=[ a;] nazywamy liczbe A,~j-=(-l)i+j M;

Tw. Laplace’a o rozwijaniu wyznacznika. Dla dowolnej macierzy kwadratowej prawdziwe sa wzory
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o detfa;]= Z a;A; dladowolnego i=1,...,n (rozwinigcie wzgledem i-tego wiersza)
Jj=1

o detfa;]= Z a;A; dladowolnego j=1,...,n (rozwinigcie wzgledem j-tej kolumny)

i=1

Dowéd. (rozwinigcie wzgledem j-tej kolumny)

ay a; a, ap 0 a,
: .o .o ; :
detA =det| a, -+ a; - a,|= Zdet a, a, a, | =
Do N : i=l : : :
anl anj ann i _anl O a’m _
a, =+ 0 - aq 0 a, - Ay A a4y,
. : .o .o . - . : : .o
- — J-1 .. .. _
= Z a; det|a;, -+ 1 - aq,|= Z (-1 a; det| 1 a, a1 G a, |=
=l oo, : i=l : Do, : : .. :
_anl O arm _0 anl an j-1 anj+l o ann i
a; a;; a;in a;,
0 a, A G a,
. : : . : : . : .
_ Ayl . - _ i+
= Z D" (-D"a; det) 0 @, Aija Gigjn g | = Z (-D"a;M,
i1 il
A Aivija A Ajiin
_0 anl anjfl anj+1 t ann i

Przyklad. Obliczy¢ wyznacznik

15 9 13
2 6 10 14
37 1115 0
4 8 12 16

e Dbezposrednio z tw. 0 rozwijaniu
o wykorzystujac wlasnosci wyznacznika doprowadzi¢ go najpierw do wygodniejszej postaci.

Tw. Cauchyego. Dla dowolnych macierzy kwadratowych A 1 B tego samego stopnia prawdziwa jest

rowno$¢ detAB=detA detB .

Dowéd. Niech C=BA . Stad
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detC = det{i a by, ,...,Zn:aknnbk”} = imzn:akll eay, det[by ,....b, ]=
k,=1

k=1 k=l k=1

= Y a, (D)7 detlby,...b,]=detB Y a,,-q; (-1 M) =det Adet B

(ky5eensky )ER, (kisesk, )R,

Uwagi

: o A B E 0||A B . )
e Dla macierzy blokowych prawdziwa jest rownos¢ —ic = 0 7B . Z twierdzenia

A B
Cauchy’ego det[ 0 C} =det AdetC

a, a); ap
°
det| 0 @i v Gy | =ayay,
0 0 a

Def. Macierz kwadratowa nazywamy nieosobliwa jezeli jej wyznacznik jest rozny od 0.

Def Dla macierzy nicosobliwej A definiuje si¢ macierz odwrotna A™' czyli macierz spetniajaca
warunek A A”'=A" A=E

Def. Macierza dotaczona AP macierzy A nazywamy transponowana macierz jej dopekien
algebraicznych

Tw. A '=--A" . Dowéd poprzedzimy przyktadami.

Przyklad.
2 1 0] 0 2 -11" [o -1 0
~1.0 0] =1-2 4 4| =1 2 of
21 2 0 0 1 -1 -2 1

Wilasnosci macierzy odwrotnej
1. Macierz odwrotna jest wyznaczona jednoznacznie. Zbioér macierzy kwadratowych,
nieosobliwych tego samego stopnia tworzy grupeg z dziataniem mnozenia macierzy.
Elementem neutralnym jest macierz jednostkowa E, natomiast elementem odwrotnym do

macierzy (nieosobliwej) A jest macierz A™.
2. (ATH ' =A.
Dowdd. A'AHT=E / A
AAT' (AT =AE
(A=A

3. Jezeli A i B sa macierzami nieosobliwymi tego samego stopnia, to (AB)' =B'A™'
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Dowdd. (ABYB'A)=ABB HA'=AA'=E

(B'A")AB)=B'(A'A)B=B'B=E

Dowéd tw. A~ =—L_AP

T det(A)
a.11
AAP = a;
a

B n
zalkAlk
k=1

n

- ZaZkAlk

=

) :
Zank Alk
=

Stad AA® =det(A)E . Wobec tego

n
zalkAZk
k=1

n
Zau Ay
=l

n
Z Ay Alk A2k

k=1

7 All
aln :
a '

in
"4
Ay J 4
1n

n
Zalk Ay
k=1

n
z Ay Ay
=l

. :
Z Ay Anlk
k=1 i

A(mAD)zE.

detA

Wyjasnienie. Aby otrzymaé element iloczynu AA” stojacy w i-tym wierszu i w i-tej kolumnie

mnozymy i-ty wiersz macierzy A przez i-ta kolumne macierzy macierzy A i otrzymujemy

ZaikAik =det(A) (ztw. Laplace’a o rozwijaniu). Natomiast element iloczynu stojacy w i-tym

k=1

wierszu i w j-tej kolumnie otrzymujemy mnozac i-ty wiersz macierzy A przez j-ta kolumng macierzy

macierzy A” i dostajemy Zaik 4, =0, gdyz otrzymana suma jest rozwinigciem wyznacznika

k=1

macierzy A w ktorej j-ty wiersz zostat zastapiony i-tym wierszem (wyznacznik macierzy o dwoch

jednakowych wierszach jest rowny 0).



