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Roéwnania liniowe

Niech Vi W beda przestrzeniami liniowymi nad tym samym ciatem K , a T: V' — W przeksztatceniem
linowym. Rozwazmy rownanie liniowe

T(v)=w.
Powyzsze réwnanie nazywamy réwnaniem liniowym niejednorodnym, a w przypadku, gdy w=0
roéwnanie

T(v)=0
nazywamy réwnaniem liniowym jednorodnym.
Roéwnanie liniowe jednorodne ma zawsze rozwiazanie. Kazdy wektor v, € Ker T jest oczywiscie
rozwiazaniem rownania jednorodnego, (czyli T(vg.,)=0). Jadro jest (niepusta) podprzestrzenia
przestrzeni V zawierajaca przynajmniej wektor zerowy 0 przestrzeni V.
Oczywiste jest, ze rownanie niejednorodne 7(v)=w ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy welm T
Ponadto, jezeli v; jest szczegdlnym rozwigzaniem réwnania niejednorodnego, czyli 7(vs)=w, to
réwniez vst Vi, jest rozwigzaniem rownania niejednorodnego, czyli T(vst Vi) = T(Vs)+ T(Vier)=W. Z
drugiej strony dwa roézne rozwiazania v, i v, rownania jednorodnego roznia si¢ od siebie o element z
jadra Ker T. Rzeczywiscie , gdy T(vi)=w i T(v,)=w, to T(v,)-1(v,)=w-w=0, stad 7(v-v,)=0, wigc v;-
voeKer T. Wobec tego vi=v,+vi,.

Powyzsze rozwazania podsumujemy w formie twierdzenia

Tw. Rownanie liniowe 7(v)=w ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy welm 7. Kazde
rozwiazanie jest postaci v=vi+vg,,, gdzie vg,€Ker T . Jezeli jadro jest podprzestrzenia o
skonczonym wymiarze z baza ey, ...,e;, to rozwigzanie rownania 7(v)=w mozna przedstawi¢ w
postaci v= vt e +...~oxey, gdzie v, jest dowolnym rozwiazaniem szczegdlnym rownania

niejednorodnego, a state ..., sa dowolne.

W przypadku, gdy przestrzenie Vi W sa skonczenie wymiarowe przeksztatcenie liniowe 7' ma przy
zadanych bazach reprezentacj¢ macierzowa A. Korzystajac z izomorfizmu przestrzeni V' wymiaru z i
przestrzeni wspotrzednych K", (ktorej elementami sa ciagi n elementowe zapisywane jako macierze
kolumnowe) oraz przestrzeni W wymiaru m i przestrzeni wspotrzednych K™ mozemy problem

rozwiazania rownania liniowego 7(v)=w sprowadzi¢ do problemu rozwiazania uktadu rownan

Ax=b,
ap ay, X b,
gdzie A= D, x= , b=
a a X b
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(f,....f,) baza W
Km
Im A
X E—
Ker A
\\)0

Uktad réwnan liniowych Ax=b, mozna zapisa¢ w postaci rozwinigtej

Macierz A nazywamy macierza wspotczynnikow, macierz kolumnowa x nazywamy wektorem

niewiadomych, a macierz kolumnowa b kolumng wyrazéw wolnych natomiast macierz

nazywamy macierzga uzupelniona.

Mozemy wigc jeszcze raz wypowiedzie¢ podstawowe twierdzenie dotyczace uktadow rownan.

Tw. Rownanie liniowe Ax=b ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy belm A. Kazde rozwiazanie
jest postaci Xx=xX,+Xg.,, gdzie Xg.,.€Ker A . Jezeli jadro jest podprzestrzenia o skonczonym
wymiarze z baza Xy,...,X;, to rozwiazanie uktadu Ax=b mozna przedstawi¢ w postaci

X= Xstap X+, .. FagXy,
gdzie x;, jest dowolnym rozwiazaniem szczegolnym réwnania niejednorodnego, a state «, ..., sa

dowolne.
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Oznaczajac przez

a . =|: Jj-ta kolumne macierzy A ; j=1,...,n

uktad rownan Ax=b mozna zapisa¢ w postaci
ax +---+a,x,=b

Poniewaz Im A = span{a,,...,a,} wiec belm A < spani{a,,...,a,} =span{a,,...,a,,b}.

no

Poniewaz spani{a,,...,a,} C spani{a,,...,a,,b}, wigc warunek spani{a,,...,a,} = span{a,,...,a, b} jest

o
rownowazny warunkowi

dimspania,,...,a,} =dimspan{a,,...,a,,b},
ktory oznacza, ze liczba liniowo niezaleznych kolumn macierzy A jest rdbwna liczbie liniowo

niezaleznych kolumn macierzy uzupetnionej A, .

Kluczowym jest podanie sposobu sprawdzania powyzszego warunku.

Def. Rzedem macierzy nazywamy liczbe liniowo niezaleznych kolumn macierzy, czyli

rz A=dimspan{a,,...,a,} .

Def. Wyznacznikiem stopnia / macierzy prostokatnej nazywamy wyznacznik macierzy kwadratowej

stopnia / powstatej z macierzy A przez skreslenie odpowiedniej liczby kolumn i wierszy.

Def. Minorem bazowym macierzy A nazywamy niezerowy wyznacznik najwyzszego stopnia, ktory

mozna uzyska¢ z macierzy A.

Lemat o minorze bazowym. Rzad macierzy jest rowny stopniowi jej minora bazowego.

Niech r bedzie stopniem minora bazowego macierzy A. Bez straty ogolnos$ci zalozmy, ze minor

bazowy zajmuje lewy gorny ro6g macierzy.

ay a, Ay ay,
A1 a,,
A Ay A Dn

Pokazemy, ze wszystkie kolumny macierzy A mozna wyrazi¢ jako liniowe kombinacje pierwszych r

kolumn macierzy A odpowiadajacych kolumnom minora bazowego.
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ml o mr amk
Ustalmy dowolne £ >r i rozwazmy dowolny wiersz powiedzmy i-ty (i>7).

Poniewaz kazdy minor stopnia 7+1 (o ile istnieje) jest rowny 0, to rozwijajac wyznacznik

ay o 4y Ay
arl T arr ark
L P

wzgledem ostatniego wiersza mamy

ay A, +--a, A, +a; A, =0.

w=or 1.

Oznaczajac dopetnienia algebraiczne ostatniego wiersza 4; przez 4; j=l,...,r+1, ktore nie zaleza od
wyboru numeru (ostatniego dodatkowego) wiersza i, oraz zauwazajac, ze

ay 4y,

D=d, =i . i[#0

r+l

a a

rl I3

Mamy a, = [—%)aﬂ +eeet (— Ij)’jA,-,, R

gdzie £ jest ustalone a i przebiega wszystkie wartosci od 7+1 do m . Zauwazmy , ze powyzsza rownos¢

jest tez prawdziwa dla i=1,...,7. Wowczas ostatni 7+1 -wszy wiersz jest identyczny z i- tym wierszem.

Ay a; a,
L . A\ - A\ .
Ostatecznie wiec | : |=|——| : |[+-+]|— 5 F

mk ml mr

czyli k-ta kolumna jest kombinacja liniowa » pierwszych kolumn macierzy A.

e Wszystkie operacje nie zmieniajace wyznacznika nie zmieniaja takze rzedu macierzy, w
szczegolnosci rzad macierzy nie zmieni sig, jesli do danego wiersza dodamy liniowa

kombinacj¢ pozostatych wierszy.

e Rzad nie zmieni si¢, gdy wykre§limy zerowy wiersz lub zerowa kolumneg a takze, gdy

przestawimy dwa wiersze lub dwie kolumny.

o zA=1z A"

Korzystajac z udowodnionego wczesniej twierdzenia dim V' = dim Ker T +dim Im T, ktoére w tym

przypadku mozna zapisa¢ rownowaznie dim Ker A =n —r, gdzie r = rz A dostajemy
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Twierdzenie Kroneckera-Capelliego. Uklad réwnan liniowych Ax=b ma rozwiazanie wtedy i tylko

wtedy, gdy rzA=rzA,,.

o JezelirzA=rzA,=n (n-ilo§¢ niewiadomych) , to uktad ma doktadnie jedno rozwiazanie

o Jezeli rzA=rzA=k<n (n-ilos¢ niewiadomych) , to uktad ma nieskonczenie wiele rozwiazan
zaleznych od n-k parametrow

Jezeli m=n i det A#0, to uktad Ax=b nazywamy ukladem Cramera .Wowczas

x=A"b

) det A ) . . .
Ponadto prawdziwe sa wzory Cramera x; = —A’, gdzie A; jest macierza A w ktorej i-ta kolumne

zastapiono kolumna wyrazow wolnych (wektorem) b.

Rzeczywiscie zapisujac uktad Cramera w postaci a,x, +---+a,x, =b 1 obliczajac detA; mamy

detA, =) x detfa,,.., a; ,..a,]=xdetA.

j=1 i—te miejsce

Whiosek .Uklad jednorodny Ax=0 ma zawsze rozwiazanie. Jezeli rzA=n, to jedynym rozwigzaniem

jest x=0.

Przyklad. Metoda eliminacji Gaussa

X, =X, +x;3 —2x, =1 1 -1 1 =21 1 -1 =-2| 1
2x) =X, +2x5 +x, =2 2 -1 2 1|-=-2 01 0 5|-4
2= 2=
X, —xy +3x, =1 1 0 -1 3|1 01 -2 510
2x, —3x, +8x3; —9x, =—6 2 -3 8 -9/-6 0 -1 6 -5|-8
1 -1 1 =2| 1 1 -1 1 =-2] 1
01 0 5|-4 01 0 5]|- A=rzA =3<4 Przvimus ot .
& rzA=rzA = rzyjmujac x;=t otrzymujem
00 -2 0| 4 00 1 0f- vImas it oflaymuemy
0 0 6 0]-12 0 0 0 0]O0
X, -1 -3
. . .| X -4 -5 . . , . . . ,
rozwigzanie postaci = 5 +1 0 teR, czyli uktad ma nieskonczenie wiele rozwiazan
X5 -
X4 0 1

zaleznych od 1 parametru.

Uwagi o odwracaniu macierzy metoda eliminacji —jednoczesne rozwiazywanie wielu uktadéw

roéwnan z ta sama macierza wspoétczynnikow A.

[A | E] operacje elementarne na wierszach )[E | A—l ] (uzasadnienie algorytmu).



