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Przestrzenia R’ nazywamy zbior uporzadkowanych tréjek (x,y,z) liczb rzeczywistych

R= {(x,y,2): x,y,z€ R}

Uwaga. Przestrzen R’ bedziemy interpretowaé na 3 sposoby

o zbior punktow P=(x,y,z) w przestrzeni wyposazonej w kartezjanski uktad wspotrzednych
e zbior wszystkich wektorow zaczepionych postaci a=0P - wektory te maja wspolny

poczatek 0=(0,0,0), a konce w punktach P=(x,y,z). Wektor OP nazywamy wektorem
wodzacym punktu P, ktory zwykle oznaczamy przez r lub r. Liczby x,y,z nazywamy
wspotrzednymi wektora r = (x, y, z)

o zbior wszystkich wektoréw swobodnych w przestrzeni. Przez wektor swobodny rozumiemy
tu zbior wszystkich wektorow zaczepionych w réznych punktach, ktore maja ten sam
kierunek, zwrot oraz dtugos$¢, co dany wektor u. Dany wektor u nazywamy reprezentantem
wektora swobodnego oznaczanego rowniez przez u. Wektor swobodny jest w tym ujeciu klasa
rownowaznosci relacji réwnowaznosciowe] zadanej w zbiorze wszystkich wektoréw
zaczepionych-

uRw < istnieje translacja wektora u na wektor w.
W tej interpretacji elementy przestrzeni R’ nazywamy wektorami. Kazdemu wektorowi
swobodnemu  odpowiada  trojka  liczb  niezalezna od  wyboru  reprezentanta

u=[u,u,,u ] =u,uy,us].
Dzialania na wektorach (swobodnych)

u=[u,u,ul, v=[v,v,,v,

utv=[u tv u tv u tv], Aw=[Au ,Au,,Au, ]

x>y y>Yz
Uwaga. Zbior wektoréw swobodnych z dzialaniami dodawania wektoréw swobodnych i mnozenia

wektora przez liczby rzeczywiste jest przestrzenia wektorowa nad ciatem liczb rzeczywistych.

Inne (formalne) ujecie
Niech X bedzie pewnym zbiorem (zwanym zbiorem punktow) a V' przestrzenia wektorowa. Niech
bedzie dane dzialanie zewngtrzne w zbiorze X nad zbiorem V' (dodawanie wektora do punktu)
VxX 3 (x,v)—>x+veX,

spetniajace warunki:

1. VxeX x+0=x

2. VxyeX 3IvelV xtv=y

3. xtv=xtu= v=u

4. VxeX Vuyvel xt(utv)=(xtu)tv
Trojke (X,V,+) nazywamy przestrzenig afiniczna. Przestrzen wektorowa V' nazywamy przestrzenia

wektorow swobodnych przestrzeni afinicznej X. Elementy przestrzeni afinicznej nazywamy punktami.
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Dalej nie bedziemy rozwija¢ formalnego podejscia poprzestajac na podanych wczesniej intuicyjnych

interpretacjach punktow i wektorow w R°.

Przestrzenia R" nazywamy zbior ciagdw n elementowych x=(xy,...,x,) liczb rzeczywistych.
Podobnie jak w przypadku przestrzeni R’ elementy przestrzeni R" mozemy interpretowaé jako punkty,

wektory zaczepione lub wektory swobodne.

Odleglosé punktow i dlugosé wektora w przestrzeni R°.

B =(x,y,2),B=(x,¥,,2,); d(B,P)=| BP, |= \/(xz —x1)2 +(», _y1)2 +(z, _21)2
Uogolnienie

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem K (R lub C).

Def. Norma w przestrzeni liniowej nad ciatem K nazywamy funkcje |||| Vov —>||v|| €R,, przy
czym:
1. VveV||V||:0<:>V:0
2. VaeKVvelV ||a V|| = |a|||v||

3. Vuvel ||u + V|| < "u” + "V” (subaddytywno$¢ normy)

Parg (V,

. ||) nazywamy przestrzenia unormowan3.

Norma wektora jest uogéInieniem pojecia dugosci wektora wprowadzonej w przestrzeni R°.

Przyklady
e X=R" x=(x,..,x,)
n 2 .
o ||x|| = Z X - norma euklidesowa (norma /,)
=
o ||X = max xl.| - norma max lub /
Lo 1<I<n
n
o ||X|| = Z |x| - norma /|
IA =111

e X =C,, -zbior wszystkich funkcji rzeczywistych ciaglych na [a,b]

|| f || = sup | f (x)| = n<1a<)l(7| f (x)| - norma supremum (sup=max bo fjest ciagla na zbiorze zwartym)
a<x<b asxs

Iloczynem skalarnym wektoréw a i b w przestrzeni R® nazywamy liczbe
acb=/a||b|cose,

gdzie @ jest katem (zwyklym) pomi¢dzy wektorami a i b .
Fakt. Jezeli a=[a,,a,a.], b=[b,,b,,b.],t0 acb=ab +ab, +ab,.

ab,+ab, +ab,

XX

2 2 2 2 2 2
\/ax ta, +a; \/bx +b, +b;

Whiosek. cos¢ =
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Wlasnosci iloczynu skalarnego (w przestrzeni R*)

e aob=Dboa -przemiennoé¢

e (Ada)ocb=A(aob)

e ao(b+c)=aob+aoc-rozdzielnos¢ iloczynu skalarnego wzgledem dodawania
e |acb[<[a]|b]

e albsaocb=0

Uogolnienie. Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem K (R lub C).

Def. Iloczynem skalarnym w przestrzeni liniowej V' nad cialem K nazywamy funkcje
<-,-> VxV 3 (u,v) —><u,v> e K, przy czym:

Yu,velV (u,v>=m

vYu,v,welV (u + V,W> =<u,w> +<V,W>

VaeK Vv,welV (av,w> = a(v,w)

VYvelV (v,v>20 i <V,V>=O<:>V=0

Eall e

Parg (V,(-,->) nazywamy przestrzenia unitarna.

Przyklady
® Xan Xz(xl"”’xn) 9y=(y17"-ayn) 5 <X7y>= :Izlxiyi

o X=C" x=(X,0s%,) Y=V V) <x,y>=z::1xi)7i

b
e X =(,, -przestrzen funkcji rzeczywistych ciagtych na przedziale [a,b] ; < f, g> = I f(x)g(x)dx .

L] X:VI/[

b
n1[a.p) “PTZEStrZEN wielomiandw stopnia < n na przedziale [a,b] ; < f, g> = I F(x)g(x)dx .

W przestrzeni unitarnej prawdziwa jest nastgpujaca nier6wnos$¢ Schwarza
Yu,velV |<u, v>| < ||u|| ||V|| .
Dowéd nieréwnosci Schwarza.
Yu,veV VieK ;0< ||u - /1V||2 = (u —Av,u —/1v> = (u,u> - /1<v,u> - Z(u,v> +|/1|2<V, v>

(u.v)
()

. Biorac pod uwagg, tozsamosci zz =|z|2 1 <u, V>=<V,ll>

Przyjmijmy w szczeg6élnosci A =

2
otrzymujemy nierownos¢ 0 < <u, u> - M<V, u> = <u, u> - M z ktorej wynika teza.

vv) )

Majac dany iloczyn skalarny w przestrzeni ¥ mozemy okresli¢ w niej normg za pomoca wzoru

VveV ||V|| = (v, V> .

Dowéd subaddytywno$ci normy ||V|| = 1/<V, V> wyznaczonej przez iloczyn skalarny.
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||u+v||2 =(u+v,u+v)=(wu)+u,v)+(v,u)+(v,v)=

=l + 2ve v) + [V <o+ 2 v+ 1 < ol 2+ I = (-« 1)

W dowodzie wykorzystano (1) re z<|z| (2) nierowno$¢ Schwarza

W przestrzeni unitarnej mozemy okresli¢ kat (cosinus kata) migedzy niezerowymi wektorami wzorem

(u.v)

cos @ = ——% (z nierownosci Schwarza |cos (o| <1).

v

Def. Wektory u i v przestrzeni unitarnej /' nazywamy ortogonalnymi (prostopadtymi), gdy (u, V> =0.

Niech V bedzie n wymiarowa przestrzenia unitarna z baza vy,...,v,. Za pomoca nastgpujacej procedury

ortonormalizacji Grama-Schmidta :

n—1
Vi V2_<V2’el>e1 _ Vn_zi:1 <Vn’ei>ei

1 > © ” "» >&y el
V,—(V,,€;)€ _E
z < » 1> : \ i:1<vn’ei>ei

"Vl
mozna zbudowa¢ bazeg ortonormalna e,...,e, w przestrzeni V.

b

Zadanie. Stosujac procedurg ortonormalizacji Grama-Schmidta w przestrzeni W3 wielomianow

stopnia <3 okreslonych na przedziale [-1,1] z baza jednomiandw 1, ¢, £, £ znalez¢ baze ortonormalna.

1 . .
Odp. 5 \/g t, 2.3 (— 1ir? ), 2.0z (—%t +1 ) sa to unormowane wielomiany Legendre’a.

Wyznacznik Grama

Niech vy,...,v, bedzie ciagiem wektoréw w przestrzeni unitarnej. Wyznacznikiem Grama nazywamy

wyznacznik

(viovi) (viova) o {vv,)
{

G(Vl,...,vn):<V2:V1> Vzv‘V2> <V2,‘Vn>‘

(vov) (Vava) o (vaovs)

Tw. Wektory vy,...,v, sa liniowo niezalezne < G(v,,...,v,) #0.

n
Dowod. Wektory vy,...,v, sa liniowo niezalezne < Za[v ;=0=>¢a,=0 Vi.
i=1

n
Mnozac tozsamos¢ z a,;v; =0 skalarnie (z lewej strony) przez v; , j=1,...,n otrzymujemy uktad rownan

i=1

<V1,V1> <V1,V2> <V1,Vn> a, 0

<v2?v1> <V2’.V2> <V2’,V"> (7,2 =|. , ktory ma rozwiazanie zerowe < G(v,,...,v,) #0.

<vn,v1> (v”,vz> (vn,vn> a, 0



