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W przestrzeni R3  iloczynem wektorowym uporządkowanej pary niezerowych i nierównoległych 

wektorów u  i v  nazywamy wektor vu× spełniający warunki 

1. vu×  jest prostopadły do u  i do v  

2. ϕsin|||||| vuvu =×  , czyli jego długość jest równa polu równoległoboku zbudowanego na 

wektorach u  i v  

3. zwrot vu×  określa reguła śruby prawoskrętnej – inaczej, orientacja trójki wektorów u , v  

vu×  jest zgodna z orientacją układu współrzędnych tzn. wyznacznik którego kolejnymi 

wierszami są u , v , vu×  jest dodatni. 

Fakt. Jeżeli  ],,[ zyx aaa=a , ],,[ zyx bbb=b , to  

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

ba

rrr

=× . 

Własności  

• )( uvvu ×−=×  
• )()()( vuvuvu ×=×=× λλλ  
• wuvuwvu ×+×=+× )(  rozdzielność × względem dodawania   
• |||||| vuvu ≤×  
• 0vuvu =×⇔||  

 

Iloczyn mieszany  uporządkowanej trójki wektorów a, b i c, to liczba )(),,( cbacba ×= o  
 

Fakt. Jeżeli  ],,[ zyx aaa=a , ],,[ zyx bbb=b , ],,[ zyx ccc=c  to  

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

=),,( cba . 

Fakt  |),,(| cba =objętość równoległościanu zbudowanego na wektorach a , b i c . 

 
Zastosowania 

 
• Pole równoległoboku i trójkąta . Obliczyć pole trójkąta o wierzchołkach  P=(1,-1,0), 

Q=(2,3,-1), R=(-1,0,1) .  Pole= ||2
1 PRPQ × = 1072

1  

• Objętość równoległościanu i czworościanu. Dany jest czworościan o wierzchołkach  P, Q, 

R, S. Obliczyć objętość czworościanu  o wierzchołkach P, Q, R, S.   |),,(|6
1 PSPRPQV =  

(bo objętość czworościanu = 3
1  objętość równoległościanu o tej samej podstawie) 
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Płaszczyzna w przestrzeni 
 

Równanie ogólne płaszczyzny  Ax+By+Cz+D=0 ,  

Płaszczyzna π jest jednoznacznie wyznaczona przez punkt P0=(x0,y0,z0) należący do płaszczyzny i o 

wektor normalny ),,( CBA=n  (prostopadły do) płaszczyzny π   

Punkt P=(x,y,z) ∈ π ⇔ n⊥PP0   ⇔  A(x-x0)+B(y-y0)+C(z-z0)=0, 

Stąd  Ax+By+Cz+(-Ax0+By0+Cz0)=0. Przyjmując D=(-Ax0+By0+Cz0) otrzymujemy  równanie ogólne 

płaszczyzny Ax+By+Cz+D=0.  

 

Równanie parametryczne płaszczyzny 
 

Płaszczyzna π jest jednoznacznie wyznaczona przez punkt P0=(x0,y0,z0) należący do płaszczyzny i dwa 

liniowo niezależne wektory ],,[ zyx aaa=a , ],,[ zyx bbb=b ,  leżące na  płaszczyźnie π; 

Punkt P=(x,y,z) ∈ π ⇔ ∃ t,s∈R   ba stPP +=0   ⇔  
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Równanie parametryczne prostej 
 
Prosta l jest jednoznacznie wyznaczona przez punkt P0=(x0,y0,z0) należący do prostej l i wektor 

kierunkowy ],,[ zyx vvv=v  (równoległy do) prostej l   

Punkt P=(x,y,z) ∈ l ⇔ ∃ t ∈R   vtPP =0   ⇔ 
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⇔ vrr t+= 0  

 

Równanie krawędziowe prostej (część wspólna dwóch płaszczyzn nierównoleglych) 
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Odległość punktu P0=(x0,y0,z0) od płaszczyzny Ax+By+Cz+D=0. 
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Odległość punktu P=(x,y,z) od prostej l : vrr t+= 0  
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=
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Wzajemne położenie 

 
• płaszczyzn - płaszczyzny mogą być równoległe, identyczne lub mogą przecinać się 

wzdłuż krawędzi (prostej) l  



Automatyka i Robotyka – Algebra -Wykład 10- dr Adam Ćmiel ,  cmiel@agh.edu.pl 

 3

o odległość płaszczyzn równoległych, 01 =+++ DCzByAx  i 02 =+++ DCzByAx   

    
222

21
21

||
),(

CBA

DD
d

++

+
=ππ  

o kąt pod jakim przecinają się płaszczyzny  

• prostej i płaszczyzny (kąt między prostą i płaszczyzną) 

• dwóch prostych (odległość prostych skośnych)  l1: arr t+= 1   i  l2: brr t+= 2  
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|),,(|),( 21
21 ba
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×
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