Automatyka i Robotyka — Algebra -Wyktad 11- dr Adam Cmiel , cmiel@agh.edu.pl

Zmiana bazy i macierz przejscia

Niech V bedzie n wymiarowa przestrzenia liniowa nad ciatem K. Niech B=(ey,...,e,) bedzie baza
przestrzeni ¥ . Rozwazmy nowa bazg B = (e'l,...,e'n) . Oczywiscie kazdy wektor nowej bazy da si¢

jednoznacznie przedstawi¢ jako kombinacja liniowa wektorow starej bazy B=(ey,...,e,); dokladnie

' n
€ =D Dy

czyli wspodtrzedne j-tego wektora nowej bazy wzgledem starej bazy B=(ey,...,e,) tworza j-ta kolumng

macierzy
_pn Py P ]
P = pll p;‘j pl] s
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zwanej macierza przej$cia od bazy starej do nowe;j

. . . . . n
Zauwazmy, ze dowolny wektor ve V" ma jednoznaczne przedstawienie v = zi_l xe,.

P n ' ' n ' n n n "
Z drugiej strony v = %€= Zj:l ) Zizl D€ = Zi:l (ijl DX, )ei :
Z jednoznacznos$ci przedstawienia wektora w postaci liniowej kombinacji wektoréw starej bazy

mamy zwiazek pomigdzy nowymi i starymi wspotrzednymi danego wektora veV,

X Pu o P %

xn pnl pnn xn

ktory skrotowo zapisujemy X = Px .

Uwaga. Z konstrukcji wida¢, ze macierz przejscia jest macierza przeksztalcenia identycznosciowego

przestrzeni V na siebie w bazach B, B.

Jak zmienia sie reprezentacja macierzowa przeksztaftcenia liniowego przy
Zmianie bazy

Niech V i W beda przestrzeniami skonczenie wymiarowymi nad tym samym ciatem K i dim V=n ,
dim W =m. Niech (ey,...,e,) 1 (f},...,f,) beda uporzadkowanymi bazami odpowiednio Vi .

Rozwazmy przeksztalcenie liniowe 7': V' —W reprezentowane przez macierz Ay .
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Wiadomo, ze przestrzen V jest izomorficzna z przestrzenia K", a przestrzen W jest izomorficzna z
przestrzenia K”. Naturalny izomorfizm przypisuje wektorowi ciag jego wspotrzednych w danej bazie.

Wobec tego wektorowi ve V odpowiada ciag wspolrzednych ktory zapiszemy w postaci kolumny

X, Y
V<> x=| : |.Podobnie wektorowi we ¥ odpowiada ciag wspotrzednych w <>y =| :

Xy Ym
Niech w=T{(v), woéwczas wykorzystujac reprezentacj¢ macierzowa przeksztatcenia 7’ mozemy napisaé
zalezno$¢ pomiedzy wspotrzednymi
y=AX.
Jesli w przestrzeni V zmienimy starg bazg B=(ey,...,e,) na nowa B = (eyl ,...,e'n) , to wektorowi v
odpowiada teraz nowy ciag wspotrzednych X, ktory jest zwiazany z ciagiem starych wspotrzednych
zaleznoS$cia
x = Px,
gdzie P jest macierza przejscia od bazy starej do nowej. Podobnie zmieniajac bazg stara (fj,...,f,)
przestrzeni W na nowa (fl',...,f;n) mamy macierz przejscia Q i zwiazek pomigdzy nowymi i starymi
wspotrzednymi wektora w
y=Qy.
Wobec tego mamy zwiazek Qy ‘= APx, tory jest rOwnowazny zaleznosci
y =Q7'APx,
Z ktorej widaé, ze reprezentacja macierzowa przeksztatcenia 7w nowych bazach jest macierz
Q 'AP.
Def. Macierze A i B typu (m,n) reprezentujace to samo przeksztatcenie liniowe nazywamy

macierzami rownowaznymi.

W $wietle powyzszych rozwazan macierze A i B typu (m,n) sa rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieja nicosobliwe macierze P typu (n,n) i Q typu (m,m) takie, ze¢ B = Q' AP.

W szczegdlnosci rozwazmy endomorfizm 7': V' — V reprezentowany w bazie B=(ey,...,e,) przez

macierz A. Zmieniajac stara baze B=(ey,...,e,) na nowa B = (e'l,...,e'n) , endomorfizm T bedzie
reprezentowany przez macierz P~ AP.

Def. Dwie macierze kwadratowe A i B typu (n,n) reprezentujace ten sam endomorfizm nazywamy
macierzami podobnymi.

Macierze kwadratowe A i B typu (n,n) sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja nicosobliwa

macierze P typu (n,n) taka, z2 B =P'AP.
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Problem. Jak zmieni¢ bazg w przestrzeni V aby endomorfizm 7 : V' — } mial mozliwie prosta

reprezentacje macierzowa np. macierz diagonalng?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie rozwazymy problem warto$ci wlasnych i wektoréw wlasnych

endomorfizmu lub jego reprezentacji macierzowe;.

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K a T': ' — V endomorfizmem w V. Przestrzen V'

nie musi by¢ skonczenie wymiarowa.

Def. Skalar AeK nazywamy warto$cia wtasng endomorfizmu 7 : V' — V, jezeli istnieje niezerowy
wektor ve V' taki, ze T(v)= Av. Wektor ve V' nazywamy wektorem wlasnym endomorfizmu

odpowiadajacym wartosci wlasnej A.

Interpretacja: 7(v)= Av oznacza, ze wektory v i 7(v) sa liniowo zalezne. Przeksztalcenie T dziata na

wektor wlasny w ten sposob, ze mnozy go przez warto$¢ wlasna A.

Uwaga. Warunek 7(v)= Av jest rownowazny warunkowi veKer(T-idy), gdzie idy oznacza
endomorfizm identycznosciowy przestrzeni V. Poniewaz jadro Ker(T-idy) jest podprzestrzenia
przestrzeni V' zbior

Vy={v: T(v)= Av }= Ker(T-idy)
wektoréw wlasnych uzupetionych wektorem zerowym jest podprzestrzenia przestrzeni V' zwana
podprzestrzenia wlasna odpowiadajaca wartosci wlasnej A. Liczba liniowo niezaleznych wektorow

wlasnych odpowiadajacych wartosci wiasnej A jest rowna oczywiscie wymiarowi podprzestrzeni V.

Niech V bedzie przestrzenia n- wymiarowa nad K z baza B=(e,,...,e,). V jest izomorficzna z
przestrzenia K", a endomorfizm T': V' — V jest reprezentowany przez macierz A. Wektorowi ve V

odpowiada wektor wspotrzednych xeK".

Def. Skalar 1€ K nazywamy warto$cia wlasna macierzy kwadratowej A, jezeli istnieje niezerowy
wektor xeK” taki, ze Ax=A4x. Wektor xeK" nazywamy wektorem wlasnym macierzy A

odpowiadajacym warto$ci wlasnej A.
Tw. Skalar AeK jest wartoscia wlasng macierzy A < det( A-AE)=0.
Dowdd. 1€K jest wartoscia wlasng macierzy A < Ax=1x & (A-AE)x=0 i x£0 < det( A-AE)=0.

Def. Réwnanie det( A-AE)=0 nazywamy rownaniem charakterystycznym macierzy A, natomiast

wielomian det(1E- A) nazywamy wielomianem charakterystycznym macierzy A.

Whioski
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e wielomian charakterystyczny det(AE- A) jest wielomianem stopnia 7, doktadniej

W(2)=detAE—~A)= 2" +a, A" +-+a,
Uwaga: a() = W(O) = det(_A) = (—1)” det(A) . an—l = Za[[ - tr(A) (S’lad macierzy)
i=1

e JleK jest warto$cia wlasna macierzy A<>AeK jest pierwiastkiem wielomianu

charakterystycznego

Jesli zmienimy baze w przestrzeni V' to endomorfizm jest reprezentowany przez macierz podobna

B =P AP, wowczas det(AE — B) = det(P'(AE — B)P)= det(AE - P"'BP)= det(AE — A)
Otrzymalismy wigc

Tw. Wielomian charakterystyczny nie zalezy od wyboru bazy przestrzeni V.

Mozemy wigc mowi¢ o wielomianie charakterystycznym endomorfizmu 7: V — V.

Problem istnienia warto$ci wtasnych endomorfizmu lub macierzy reprezentujacej ten endomorfizm
sprowadza si¢ do wyznaczenia pierwiastkéw wielomianu charakterystycznego lub do rozwiazania

roOwnania charakterystycznego.

Uwaga. Jesli rozpatrujemy problem wartosci wlasnych endomorfizmu 7': V' — V przestrzeni V' nad
K=R, to warto$ci wlasne moga nie istnie¢, gdyz wielomian charakterystyczny moze nie mie¢
pierwiastkow rzeczywistych. W przypadku K=C z zasadniczego twierdzenia algebry wynika,
ze wielomian charakterystyczny ma doktadnie n pierwiastkow (niekoniecznie roznych), czyli

istnieje przynajmniej jedna warto$¢ wtasna. Mozemy wiec napisaé

W (1) =det(AE— A) = f[ (A—=2)" , gdzie

i=1

A; sa r6znymi (by¢ moze zespolonymi) wartosciami wlasnymi o krotnosciach n;. Oczywiscie

k k k

D n,=n. Stad fatwo wida¢, ze W (0) = det(~A) = [ [(~4)" , czyli det(A) =] [ 4"

i=l1 i=1 i=1
Wyznacznik macierzy endomorfizmu jest wiec rowny iloczynowi wszystkich wartoSci
wlasnych (liczac z krotnos$ciami).
Whiosek: Macierz nieosobliwa ma niezerowe wartosci wlasne.

-1 1 1

Przyklad. Wyznaczy¢ wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy A=| 1 -1 1

1 1 -1
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-1-1 1 1
det(A —AE)=| 1 -1-1 1 |[=—(A-D(A+2).
1 1 -1-2

Rownanie charakterystyczne: det(A — AE) =0 < —(A —1)(1+2)* =0. Wida¢ ze 4, =1 jest

jednokrotna warto$cia wlasng a A, = —2 jest dwukrotna warto$cia wiasna.
Wielomian charakterystyczny: det(AE — A) = (A —1)(1 +2)’

-2 1 110 1
1 1 -20
Rozwiazujac uktad (A-AE)xX=0& 1 -2 1 0<:>0 - 0<:>X: 1|t, te R—{0},
1 1 =20 1

1
stad V,_, = span{| 1 |} jest podprzestrzenia wtasng odpowiadajaca wartosci wiasnej A =1.

1

1 1 10 -1 -1
Podobnic (A-ALE)x=01 1 [[0=1 1 [[0<=x=|1 {t+]| 0 |s, £ +5* >0, wiec
1 1 10 0 1

V,._,=span{| 1 |,| 0 |}.



