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Przyklad 1. Rzeczywista macierz A = { } ma wielomian charakterystyczny

det(AE — A) = (A —1)* +1, ktéry nie ma pierwiastkow rzeczywistych, wiec nie ma rzeczywistych
wartosci wiasnych, a wigc takze nie ma wektoréw wiasnych o rzeczywistych wspotrzednych.
Natomiast traktujac liczby rzeczywiste jako szczegdlne liczby zespolone wielomian charakterystyczny

ma dwa pierwiastki zespolone (sprzezone) A4, =1+i, 4, =1-i.

i 1
Odpowiadaja im wektory wlasne X, = L}t, teC—-{0+0i}ix, = {:|S, seC—-{0+0:}.
i

-3 -6 7
Przyklad 2. Wyznaczy¢ warto$ci wlasne i wektory wlasne macierzy A =| 1 1 -1/
-4 -6 8
-3-4 -6 7
det(A—-AE)=| 1 1-42 —1|=—(A-1)*(1-4).
-4 -6 8-41

Rownanie charakterystyczne: det(A —AE) =0 < —(A—1)*(1-4)=0. Wida¢ ze 4, =1 jest

dwukrotng warto$cia wlasng a A, = 4 jest jednokrotng wartoscia wtasna.
Wielomian charakterystyczny: det(AE — A) = (1 —1)*(1—4)

Rozwiazujac uktad

-4 -6 700 2
A-2Ex =0 1 0 —los © 0 | e x =1, reR—{0}, st
—4 -6 70 2

2
V.., =span{| 1 |} jest jednowymiarowa podprzestrzenia wlasna odpowiadajaca dwukrotnej wartosci

2

wlasnej 4 =1.

-7 -6 710 1 —3 —1lo 1
Podobnic (A-LE)X=0& 1 -3 -[0< 1 o Oc>x2= 01, t#0,wige
-4 -6 4/0 1

1
V,_,=span{| 0 |}.
1
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Kilka faktow dotyczacych wartosci i wektorow wlasnych

Fakt 1.

Fakt 2.

Fakt 3.

Jezeli A jest warto$cia whasna macierzy A, to A" jest wartoscia wtasna macierzy A*. Opréocz
tego macierze A i A* maja takie same wektory wiasne odpowiadajace odpowiednio

warto$ciom whasnym A1 A* .

Rzeczywiscie, jezeli A jest wartoscia wlasna macierzy A, to Ax=4x. Mnozac ostatnie

réwnanie z lewej strony przez A otrzymujemy A’x=AAx=A’x.

Jezeli A jest wartoscia wtasna nieosobliwej macierzy A, to A jest wartoscia wtasna macierzy
A’'. Oprécz tego macierze A i A maja takie same wektory wlasne odpowiadajace
odpowiednio warto$ciom wtasnym Ai 4.

Rzeczywiscie, jezeli A jest wartoscia wlasna macierzy A, to Ax=Ax. Mnozac ostatnie
rownanie z lewej strony przez A™ otrzymujemy A'Ax=4 A™'x. Poniewaz macierz A jest
nieosobliwa, wigc A#0. Dzielac ostatnig tozsamo$é przez A#0 otrzymujemy A'Ex= A™'x, co

konczy dowod faktu 2.

Wektory wiasne odpowiadajace roznym warto$ciom wlasnym sg liniowo niezalezne.

Dowoéd. (indukcyjny). Ax= AX; , iAH=>A#4;

1. x20 = x4 liniowo niezalezny.
2. 70 Xy,..., X sg liniowo niezalezne
T Xi,..., Xz, Xt sg liniowo niezalezne

Dowéd kroku indukcyjnego: Niech o,x, +---+a, X, +a,,,X,,,= 0. Wowczas
Alax, +-+a,,X,)=0.Stad g Ax, +---+a,, 4.X,,,=0,ale
ax, +--+a,x,+a,,,X,,,=0, wigc mnozac ostatnia rownos¢ stronami przez A, ., i

odejmujac stronami dwie ostatnie tozsamosci otrzymujemy

rownos¢ (4, — 4, )X, +---+a, (4 — 4,,,)X,= 0. Z liniowej niezaleznosci Xi,..., X,
mamy o;(4 —4,,,)=0, i=1..k.Stad o, =0, i=1,..,k,azréownosci
a X, +--+a X, +a,, X, ,,=0otrzymujemy, ze «,,, =0, czyli Xi,..., Xp, Xjes1 sq

liniowo niezalezne.
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Fakt 4. Wielomian charakterystyczny
A=, -~ -a,
¢(ﬂ,)=det =ﬂn+an_1/»{ln—l+_”+a0:

_anl coe i_a

nn

= 2 —tr (A 4+ (=1)" det(A) = ]l[(z —A)=

i=1

= - (24)1’“ bt (—1)"1%1[4

Stad tr(A) = Zn:aﬁ = i/@. : det(A) = ]l[z,. .
i=1 i=1 i=1

Def. Endomorfizm T: V'— V' nazywamy diagonalizowalnym, jesli istnieje baza przestrzeni V' w ktorej

macierz tego endomorfizmu jest diagonalna,

Tw. Endomorfizm 7: V— V jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje baza przestrzeni
V ztozona z wektorow wiasnych endomorfizmu 7.
Dowéd. (=) T: V— V jest diagonalizowalny—> istnieje baza (vi,...,v,) przestrzeni V' w ktdrej macierz

tego endomorfizmu jest postaci

4
=diag(A,,....4,).
y)

n
Stad T(v,=A; vi, i=1,...,n, czyli liniowo niezalezne wektory v;, i=1,...,n sa wektorami wlasnymi
endomorfizmu 7.
(<) Jezeli istnieje baza ztozona z liniowo niezaleznych wektorow wtasnych v;, i=1,...,n, to

T(v;))=4 Vi, i=1,...,n , to macierz endomorfizmu T'w tej bazie ma posta¢ diag(4,,...,4,).

Whiosek . Jezeli dimV=n i endomorfizm 7: V'— V' ma n r6znych wartosci wlasnych to jest
diagonalizowalny

Rozwazajac ponownie przyklad z poprzedniego wykladu

macierz A= 1 -1 1 |,

—

ma wielomian charakterystyczny postaci det(AE — A) = (1 —1)(1 +2)°
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1 —-1|]-1
V.., =span{|1|} oraz V,_, =span{| 1 |,| 0 |}.Zestawiajac otrzymane 3 liniowo niezalezne
1 0 1
1-1-1
wektory wlasne w macierz P=|11 0 | otrzymujemy macierz przejécia od bazy starej do nowej
101

ztozonej z wektorow wilasnych , ktora pozwala wyznaczy¢ (diagonalna) macierz endomorfizmu 7 w

nowej bazie

I 0 O
B=P'AP={0 -2 0
0 0 -2
-3 -6 7
Natomiast macierz A =| 1 1 —1| z przyktadu 2 ma tylko 2 liniowo niezalezne wektory
-4 -6 8

wlasne, wigc endomorfizm reprezentowany przez ta macierz nie jest diagonalizowalny.

Jaka prosta posta¢ moze mie¢ macierz tego endomorfizmu w tym przypadku?

Niech V bedzie przestrzenia nad ciatem K=C , dimV'=n a T: V— V endomorfizmem. Endomorfizm ma

przynajmniej jeden wektor wlasny odpowiadajacy wartosci wtasnej A.

Def. Wektorem gléwnym rzedu 1 odpowiadajacym warto$ci wlasnej A nazywamy wektor wlasny
odpowiadajacy A. Oznaczmy go v\ . Wektorem gléwnym rzedu k nazywamy niezerowy wektor
v taki, ze (T-Aidy) v¥=v*" dla pewnego wektora gtownego rzedu k-1. Wybierajac baze
przestrzeni V otrzymujemy reprezentacjg macierzowa A endomorfizmu 7 i mozemy mowic o
wektorach glownych rzedu k£ macierzy A (czyli endomorfizmu A: C"— C") okreslonych wzorem
(A-2E) xV= x*D,

-3 -6 7
Kontynuacja przykladu 2. Dla macierzy A =| 1 1 —1] otrzymali$my wielomian

~4 -6 8

charakterystyczny det(AE — A) = (A —1)*(1—4)i tylko dwa liniowo niezalezne wektory wiasne

2 1
x, = 1] i x, =| 0| odpowiadajace warto$ciom wiasnym A4,=1 i 1,=4.
2 1

Wyznaczymy ( o ile istnieje) wektor glowny odpowiadajacy wartosci wlasnej A,=1.
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Rozwiazujemy uktad réwnan

(A= ZE)X? =x{",

-4 -6 7|2
o _ -4 -6 712 ) _
gdzie X;’ =X, otrzymujemy uktad 1 0 -l { 0 i ktérego rozwiazaniem
-4 -6 7|2
1 1 1 2
jest sz) =|=1|+|3|s=|-1|+]| 1 |u. Wektor glowny rzedu drugiego jest wyznaczony z
0 1 0 2

doktadnoscia do wektora gtdwnego pierwszego rzedu (czyli wektora wlasnego). Mozemy wybraé np.

1
x? =|—1|. Zauwazmy, ze wektory x",x? i x, sa lini iezalez
1= . y, y X, ,X;" 1 X, sa liniowo niezalezne.

0



