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Rozwazmy przestrzen V nad cialem K=C, dim V=n i endomorfizm 7:V— V reprezentowany przez
(zespolong) macierz A. Wielomian charakterystyczny ma posta¢
k
det(AE—A) = H (A-A4)", gdzie
i=1

k
A; sa roznymi warto$ciami wlasnymi o krotnosciach n;. Oczywiscie Z n=n.
i=1

Mamy wigc k<n r6znych wartosci wlasnych, ktorym odpowiadaja liniowo niezalezne wektory wlasne.
Jezeli liczba liniowo niezaleznych wektorow wiasnych jest mniejsza niz dim V=n, to szukamy

wektorow glownych odpowiadajacych wartosciom wiasnym.

Dowodzi sie ze
1. wektory glowne (W szczegdlnosci wilasne) odpowiadajace roznym warto$ciom wiasnym sa
liniowo niezalezne
2. wektory gléwne kolejnych rzedow odpowiadajace tej samej warto$ci wlasnej sa liniowo
niezalezne
3. dla s-krotnej warto$ci wlasnej A istnieje doktadnie s odpowiadajacych jej wektorow gtéwnych
(wsrod nich sg wektory wlasne)
Whiosek. W n- wymiarowej przestrzeni ' nad cialem K=C istnieje baza zlozona z wektoréw

gtéwnych (cze$¢ z nich to wektory wlasne)

Posta¢ Jordana macierzy endomorfizmu
Rozwazmy przestrzen ¥ nad ciatem K=C, dim V=n i endomorfizm T:}V—V reprezentowany przez
(zespolona) macierz A w pewnej ustalonej bazie. Wielomian charakterystyczny ma postac

k
det(AE-A) =] [(A-4)" , gdzie

i=1

k
A; sa r6znymi warto§ciami wlasnymi o krotno$ciach n;. Oczywiscie z n=n.
i=1

W bazie zlozonej z wektorow gldwnych macierz endomorfizmu ma postac¢ blokowa

J 0 - 0
0 J, - 0
0 0 - J,

gdzie k oznacza liczbg roznych wartosci wlasnych. I-ty blok diagonalny ma postac¢
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J, 0 0
0 J, 0

Ji = : ;2 5
0 0 Pi d(n, ;)

gdzie p;jest liczba liniowo niezaleznych wektoréw wiasnych odpowiadajacych wartosci wlasnej 4,
czyli p, =dimV, =dimKer(A - AE).

Bloki diagonalne J; zwane klatkami Jordana sa postaci

2 1 0 -« 0 0
0 4 1 - 0 0
0 0 A4 - 0 0

.= . . : .|
00 0 - 4 1
0 0 0 - 0 2]

Aby wyznaczy¢ rozmiary klatek trzeba wyznaczy¢ wektory gtoéwne

Przyklad.
2 -1 2 —-1]
0 2 -1
A =
0o 0 2 0
0o 1 -2 3
2-4 -1 2 -1
0 1-2 2 -1|
0 0 2-4 0|
det(A - AE)=| 0 1 -2 3-4
-4 2 -1
2-2) 0 2-1 0 —(2—/1)21_’1 _1‘—(2—/1)4
1 3-2
1 -2 3-4

Liczba A=2 jest czterokrotng warto$cia wlasna.

Szukamy wektoréw wilasnych odpowiadajacych A=2 rozwiazujac uktad rownan (A-2E)x=0

0 -1 2 -10 X, 1 0 0

0 -1 2 -10 X, 0 2 -1
<0 -1 2 -0 =a| (+8 |+y

0 0 0 o0}0 X, 0 1 0

0 1 -2 1]0 X, 0 0 1
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1 0 0
N . , 0 2 -1
Mamy wigc 3 liniowo niezalezne wektory wlasne macierzy A: x, = ol X, = P X, = o’
0 0 1

ktorym przy wyjsciowej bazie odpowiadaja wektory wiasne endomorfizmu v, v, ,v3 € V. Dowolny

wektor wlasny macierzy A jest postaci y = ax, + fX, + )X, , ktoremu odpowiada wektor whasny

V=av, + pv, + v, endomorfizmu.

Szukamy jeszcze jednego wektora gtownego macierzy A rozwiazujac uktad rownan
0 -1 2 -1 « 0 -1 2 -1 «a
0O -1 2 -128-y 0 0 0 O012-y-«a
(A-2E)x=yo p 7/<:> Py
0O 0 0 o p 0 0 0 O p
0O 1 -2 1| » 0 0 0 0| y+o
Aby uktad miat rozwiazanie musza by¢ spelnione warunki: /=0 ,7+a=0 .
Wida¢, ze nie dla kazdego wektora wlasnego istnieje wektor gtdéwny. Wybierzmy wigce takie
parametry, dla ktorych istnieje rozwiazanie np. =1, /=0, j=-1, ktorym odpowiada wektor wiasny
vi-v3, dla ktorego istnieje wektor glowny rzedu 2.

Woweczas uktad redukuje sie do postaci 0 —1 2 - 1|1 i ma nieskonczenie wiele rozwigzan

zaleznych od 3 parametrow u,v,w :

X, 17 [o 0] [o
x| o] |2 |-1] |-1
=u| |+V]  |+W +
X, o] |1 0] |0
x| 0] o 0

Wida¢, ze wektor gtoéwny rzedu 2 jest wyznaczony z doktadnoscia do wektora gtownego rzedu 1(czyli

wektora wlasnego). Wybierzmy parametry u=v=w=0 , co prowadzi do wektora gldownego macierzy A

0

X, = , odpowiadajacego wektorowi wlasnemu x;-x; ktoremu odpowiada wektor gtdéwny

0

endomorfizmu v;,.
W przestrzeni wlasnej V,—,=span { vi, v, ,v3} wybieramy inng bazg tak, aby jednym z wektorow bazy
byl wektor wlasny v,-v; dla ktorego istnieje wektor glowny rzedu 2 np. V;—,=span{vy, v, v;-v3}.
Uzupehiajac wektory wlasne vy, v, vi-v; wektorem gtdéwnym v, otrzymujemy nowa baze B= (vy, va,
V1-V3, V4) . Z konstrukcji widaé, ze

T(v)=2vy, T(V2)=2Va, T(v1-V3)=2(V1-V3), T(V4)=2v4H(Vi- V3).

Stad macierz endomorfizmu T w bazie B= (v, V3, V|-V3, V4) ma postac
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S O b O
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N = OO

2 1
sktadajaca sig z 3 klatek [2], [2], {O ?J na przekatnej i uzupetiona zerami.

Macierz przejscia od wyjsciowej bazy do bazy B= (vy, v,, V1-V3, V4) jest postaci

1 0 1 0
P=[ xi, X, X;-X3, X4]= 02 1 -
01 0 O
0 0 -1 O

Suma algebraiczna i suma prosta podprzestrzeni.

Niech ViV 1 Vo,V beda podprzestrzeniami przestrzeni V. Oznaczmy przez
Vi+V,={v,+v,:v,el,v,elV,}cV

zbidr wszystkich wektoréw przestrzeni V', ktdore mozna przedstawi¢ w postaci sumy wektorow
odpowiednio z V11 Vs.
Latwo sprawdzic¢, ze V+V, jest podprzestrzenia przestrzeni V. Rzeczywiscie, jezeli

uel +V, ou=u +u;u, el ,u,el,,

well+V,ow=w+w,;w, eV, ,w,el,,
tou+w=@+w)+u,+wy)elV +V,iom=ocu,+oun, eV, +V,

Podprzestrzen Vi+V, nazywamy sumg algebraicznga podprzestrzeni V; i V;. Jesli czg§¢ wspolna

VinV, podprzestrzeni V; i V, (ktora jest rowniez podprzestrzenia przestrzeni V') jest podprzestrzenia

sktadajaca si¢ jedynie z wektora zerowego ViNV,={0}, to sumg algebraiczna ¥+, nazywamy sumag

prosta podprzestrzeni Vi i V,, ktora oznaczamy V,@V,. Mozna pokaza¢, ze kazdy wektor ve V1@V,

Tw. Kazdy wektor ve V@V, da si¢ jednoznacznie przedstawi¢ w postaci sumy

V=V, +V,,v,el,v,el,

Dowéd. (nie wprost) Niech v=u, +u,;u, el ,u, el i v=w, +w,; w, eV,w, eV, roznymi

przedstawieniami wektora v. Wowczas odejmujac stronami powyzsze tozsamosci
otrzymujemy 0 = (u, —w,)+(u, —w,) skad wynika, ze (u, —w,) eV, i
(u, —w,)=—(u, —w,) eV,. Wobec tego (u, —w,) eV, NV, ={0} czyli u, =w,.

Podobnie u, =w, .



