Egzamin z Analizy Matematycznej
Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

y(x+y)
Zbada¢, w jakich punktach jest rozniczkowalna funkcja f(x, y) ={ y? (%) #(0,0) )

0, (x,y)=(0,0)
Znalez¢ najmniejsza i najwigksza warto$é funkcji flx,y)=2x"+2y*+(x-1)*+(y-1)* na trojkacie domknietym
o wierzchotkach O(0,0), A(1,0), B(0,1).
Obliczy¢ masg poOtkuli wydrazonej o promieniu wewngtrznym 7 i promieniu zewngtrznym R, jezeli
gestos¢ masy w punkcie jest rowna odlegtosci tego punktu od $rodka kuli. Sporzadzi¢ rysunek.

Zastosowac wspotrzedne sferyczne.

Obliczy¢ catke krzywoliniowa I (x+2)dx+(x+ y)dy +(y + z)dz, gdzie K jest brzegiem trojkata o
K

wierzchotkach przebieganych w kolejnosci (2,0,0), (0,2,0), (0,0,2).
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. Czy szereg jest zbiezny
<

Rozwina¢ w szereg samych cosinuséw funkcje f (x)={

punktowo do f{x).

Egzamin z Analizy Matematycznej
Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

a) Wiedzac, ze funkcja f ma drugie pochodne czastkowe ciagle znalez¢ %i g:i dla funkcji

g(xayzz):f(xya x_Z)'
$2oy?
b) Zbadaé rézmiczkowalnosé funkeji £(x, )= {xy e e #00) L keie (0,0).

0, (x,y)=(0,0)
Napisa¢ rownanie stycznej w punkcie (1,2) do wykresu funkcji y = y(x) okreslonej rownaniem

x*y*-y*-4=0. Obliczy¢ warto$é y” w tym punkcie.

Obliczy¢ catke potrdjna ”j% , gdzie U jest obszarem ograniczonym sferami x*+y*+z’=1 i
b XT+y +z7 +1

x>y +2°=9. Zastosowaé wspotrzedne sferyczne.

Korzystajac z twierdzenia Greena obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa

x(¢) = 2cost-cos2t, y(t) = 2sint-sin2t, te[0,27] w .
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0 . Do jakiej funkcji jest zbiezny
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Rozwina¢ w szereg samych sinusow funkcje f (x)={
<

NN

punktowo otrzymany szereg. Sporzadzi¢ rysunek.



Egzamin z Analizy Matematycznej
Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

Niech f(x,y)=g(/x* +y?), gdzie g jest dowolna funkcja jednej zmiennej dwukrotnie

o f

Lo s S - . o'y _ d? d
rozniczkowalna. Sprawdzié, ze zachodzi rowno§¢ 2L + &L =42 L 19 (Gwaga: r=./x* + y?).
ox oy dr rodr

Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(x,y)=3In$+2Iny+In(12-x-y).

Obliczy¢ masg kuli o promieniu R, ktorej gestos¢ masy w kazdym punkcie jest rowna kwadratowi

odlegtosci tego punktu od ustalonej $rednicy.

Obliczy¢ calke krzywoliniowa niezorientowana _[ yds, gdzie K jest tukiem cykloidy x(#)=t-sin ¢ , y(¢)=1-
K

cost, 0<¢r<2m.
Rozwina¢ w szereg samych sinuséw funkcje fix)=e"*-1, xe(0,r). Do jakiej funkcji jest zbiezny punktowo

otrzymany szereg (sporzadzi¢ rysunek) .

Egzamin z Analizy Matematycznej

Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

Wyznaczy¢ ekstrema funkcji uwiktanej y(x) okreslonej rownaniem x* —2xy —3y* +4=0.

Znalezé najwicksza i najmniejsza warto$¢ funkcji fx,y)=x*+y*-xy+x+y w trojkacie ograniczonym przez
proste : x=0, y=0, x-+y+3=0.

Oblicz pole ptata powierzchniowego wycigtego walcem x*+y*=a’ ze sfery x’+y*+z’=r" 0<a<r .

Wykorzystujac twierdzenie Greena obliczy¢ catke §(l — x?)ydx + x(1+ y*)dy, gdzie K jest okregiem
K

x*+y*=R?* zorientowanym dodatnio. Sprawdzi¢ wynik obliczajac catke bezposrednio.
0 3n+122n
Znalez¢ promien zbieznosci szeregu Z

n4"

n=1




Egzamin z Analizy Matematycznej
Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

a) Zbadac¢ ciagtos¢ funkcji f(x, y) = { 24y27 (x, )= (0, O)
0 , (x,)=(0,0)

b) Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji f{x,y)=arctg xy w punkcie (2,1) w kierunku wersora (5 s 5

Znalezé ekstrema lokalne funkcji uwiktanej y=y(x) okreslonej rownaniem x*-2xy+2y*+2x+1=0.

Obliczy¢ objetos¢ bryly ograniczonej powierzchniami y=x>, z=0, x+y+z=2. Sporzadzi¢ rysunek tej bryty.

Obliczy¢ catke krzywoliniowa skierowana | ( +1)dx +(—=—

K x2+y \/ y

A(-1,-1) i konicu B(1,1) nie przechodzacym przez punkt (0,0).

=)dy , gdzie K jest gladkim tukiem o poczatku

+3
Znalez¢ przedziat zbiezno$ci szeregu Y. 5 (3"

1112\/_

Egzamin z Analizy Matematycznej
Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

Znalez¢ ekstrema warunkowe funkcji flx,y,z2)=x+y+2z jezeli x*+y*+z’=1.
Obliczyé pochodne y*(x) i y**(x) funkcji uwiklanej y=y(x) okreslonej wzorem Inq/x? + y* = arctg% .

Obliczy¢ objgtos¢ bryly ograniczonej powierzchniami z = \lxz + y2 , z=6-x>-y". Sporzadzi¢ rysunek tej bryly.

Obliczy¢ calkg powierzchniowa zorientowana [[ x dvdz + y dzdx + z dxdy , gdzie S jest wewngtrzna strona potsfery
s

XH+=R? | z<0.

n=1

Egzamin z Analizy Matematycznej
Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

a) Niech f/ bedzie dowolnq funkcja jednej zmiennej rozniczkowalna na R. Pokazaé, ze funkcja z(x,y)=y+fx+?)
spetnia rownanie — y <=+ xﬁ =x.
b) Wykorzystujac rozniczke funkcji obliczy¢ przyblizona warto$¢ wyrazenia In(3/1,03 +4/0,98 —1).

Znalez¢ rownanie stycznej do krzywej danej rownaniem cos xy -x-2y=0 w punkcie jej przeciecia z osia Ox.
dxdydz

R rverens

Korzystajac ze wspotrzednych sferycznych obliczyé catke potrojna [[[———— , gdzie obszar V jest ograniczony

warunkami 4 < x*+y*+z° <16 , x>0, y>0, z>0.

Obliczy¢ catke powierzchniowa niezorientowana |f (x? +y* +2%)dS , gdzie S jest platem opisanym przez warunki
s

y+z°=1, 220, 0<x<2 . Sporzadzi¢ rysunek tego plata.

. C ® 1
Znalez¢ przedziat zbieznosci szeregu Y. 3 (x=D".
n=2nln" n




Egzamin z Analizy Matematycznej
Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

a) Sprawdzi¢ z definicji, czy funkcja f(x,y) =+/(x — 1)2 y ma pochodna kierunkowa w punkcie (xo,y0)=(1,1) w
1 A3 ).

kierunku wersora v=(5,-5-

b) Wyznaczy¢ wersor v wskazujacy kierunek w ktorym pochodna kierunkowa 8_ (2,1) funkcji f(x,y) = arcsin%
v

jest rowna 0.
Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f'(x, y) = x> +9x— 6xy + y3 -12y.
Korzystajac z twierdzenia Greena obliczy¢ pole obszaru ograniczonego

asteroida x(7) = cos’ ¢, y(f) =sin’ 1, te[0,2n]

Korzystajac z twierdzenia Gaussa obliczy¢ calke powierzchniowa zorientowana

) (x2 + yz)dydz + (xz + y2 )dzdx + xyzdxdy , gdzie S jest zewnetrzna strona walca x>H)’<1, 0<z<1 .
s

- 1
Stosujac odpowiednie twierdzenia o szeregach potggowych obliczy¢ sumg szeregu Z D u—
n=l1 (271 - 1) e

Egzamin z Analizy Matematycznej
Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

2

Zbadac zbiezno$¢ calki niewtasciwe;j J‘ j‘;si dx .
—X
0

Znalezé najwieksza i najmniejsza warto$¢ funkcji f{x,y)=x"y(2-x-y) na trojkacie domknigtym ograniczonym
prostymi x=0, y=0, x+y=6.

Obliczy¢ catke krzywoliniowa niezorientowana J‘(x + y)dl gdzie K jest ¢wiartka okregu x*+y*+z’=R* | x=y
K
lezaca w pierwszym oktancie uktadu wspotrzednych.

Obliczy¢ calke powierzchniowa zorientowana ”x dydz + y dzdx + z dxdy , gdzie S jest wewnetrzna strona
s
polsfery x*+y*+z°=R* | z<0.
- 1
Stosujac odpowiednie twierdzenia o szeregach potggowych obliczy¢ sume szeregu z _
m (n+D)(1-e)”



Egzamin z Analizy Matematycznej
Kazde zadanie nalezy rozwiaza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

. a) Funkcja f{u,v) ma na R? ciagle wszystkie pochodne czastkowe drugiego rzedu. Obliczy¢ pochodne czastkowe %i

o* ..
ayégx funkcji g(x,y)=x flxy* x+y).

b) Wyznaczy¢ wersor v wskazujacy kierunek w ktérym pochodna kierunkowa fﬁ (2,1) funkcji
f(x,y)= e* ™ ma wartosé 0.
Znalezé ekstrema funkcji uwiktanej y=y(x) okreslonej rownaniem x’¢’-y*+1=0.

. , . . . . .22, 2 _ 2 2 e . L.
Obliczy¢ masg bryly U ograniczonej powierzchniami x™+y+z"=8 , z=4/x" + y~ , 220 jezeli jej objetosciowa
gesto$¢ masy wyraza sie wzorem p(x, y,z) =+/x> + y2 .

= 1
Stosujac odpowiednie twierdzenia o szeregach potggowych obliczy¢ sumg szeregu z W .
n+1)5"

n=1

Stosujac twierdzenie Stokesa obliczy¢ catke krzywoliniowa zorientowang §(x —y)dx+(y—z)dy +(z—-x)dz,
K

gdzie K jest brzegiem zorientowanym dodatnio wzgledem dolnej strony stozka z = 4/ x? + y2 —1 odcigtego
plaszczyzna z=0.

Egzamin z Analizy Matematycznej

Kazde zadanie nalezy rozwiaza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

Napisa¢ wzor Taylora z reszta r; dla funkcji f{x,y)=xIny w punkcie (xy,)9)=(1,e).

Obliczy¢ y°(0) dla funkcji uwiktanej y=y(x) okre$lonej rownaniem xe” — y + 1= 01 spetniajacej warunek y(0)=1

Obliczy¢ objetosé bryly U ograniczonej powierzchniami x*+y*+4z=0i z = 1—4/x* + y* . Sporzadzi¢ rysunek tej
bryly.
00 2
n
Stosujac odpowiednie twierdzenia o szeregach potegowych obliczy¢ sume szeregu Z —.

n=l
Stosujac twierdzenie Stokesa obliczy¢ catke krzywoliniowa zorientowana

§ (y 2472 )dx + (x2 +z? )dy + (x2 + y2 )dz , gdzie K jest tamang zamknigta o wierzchotkach 4(0,0,0), B(1,1,0),
X

C(1,1,1) , przebiegana w kolejnosci ABCA.



Egzamin z Analizy Matematycznej

Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

a) Niech g(x,y)=flxy.x*+1%), gdzie f ma ciagte pochodne czastkowe na R*. Obliczy¢ y g—i - x% .
b)Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji f(x, y) = % w punkcie (@,—@) w kierunku wersora [%,% .

1
xzyz

Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(x, y) =x> + y? +
Obliczy¢ J. J- (x* + y*)dxdydz , gdzie U jest bryla ograniczona powierzchniami x*+y*-2z=0, z=2. Sporzadzi¢
U

rysunek.
. L S nt+3
Wyznaczy¢ przedzial zbieznos$ci 1 sumg szeregu Z

n=1

(x-2)".

n

Obliczy¢ catke powierzchniowa zorientowana ” xyz dxdy , gdzie S jest czg$cia sfery x2+y2+22=25 potozona w I
s
oktancie uktadu wspoétrzednych, zorientowana na zewnatrz.

Egzamin z Analizy Matematycznej

Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

a) Niech g(x,y)= x*. Obliczy¢ dzg((4,1).
b)Znalez¢ rownanie stycznej do krzywej 3x*-2xy+xy°=7 w punkcie (1,2).

Wyznaczyé ekstrema lokalne funkcji f(x, y,z) =x> +xy+ y* —2xz+2z* +3y —1.
Korzystajac ze wspotrzednych sferycznych obliczy¢ catke potrojna ”I\/xz + v + 2% dxdydz , gdzie obszar V
4

jest okre§lony nierownoscia x*+y*+z><z , x>0. Sporzadzié rysunek.
3n° +6n+1

0

Zbadac zbiezno$¢ szeregu Z

n=l1

2 . Sformutowaé wykorzystane kryterium .

2n" +n+1

Obliczy¢ catke powierzchniowa J-.[ xyzdS , gdzie S jest powierzchnia y*=x odcieta ptaszczyznami z=0, z=4, y=1,
s

y=2.



Egzamin z Analizy Matematycznej
Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

W kierunku jakiego wersora v pochodna kierunkowa funkcji f(x, y) = arctg W punkcie (0,1)

przyjmuje warto$c¢ 0.

Znalez¢ najmniejsza i najwigksza wartos¢ funkcji f{x,y)=12xy-5x w obszarze ograniczonym parabola
y=(x-1) oraz prostymi y=0 i x= -1.

Znalez¢ promien zbieznoSci, przedziat zbiezno$ci i sum¢ wewnatrz przedziatu zbieznosci szeregu

i 371 xll

n=1 5" (}1 + 1)

Korzystajac ze wspotrzednych sferycznych obliczy¢ catke potrdjna J‘J‘J‘\lxz + vy + 2% dvdydz |, gdzie
vV

obszar V jest okreslony nierdéwnoscia x*+y*+z° <z, x>0. Sporzadzi¢ rysunek.

Obliczy¢ mase plata S opisanego warunkami z = %(x2 + %), z<2 o gestosci powierzchniowej masy

o(x,y,z) =x+ y2.

Egzamin z Analizy Matematycznej

Kazde zadanie nalezy rozwiaza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

s

sin’ x

\/x_s

Napisa¢ rownanie stycznej w punkcie (1,2) do wykresu funkcji y = y(x) okreslonej rownaniem

2
Zbada¢ zbieznos¢ calki niewlasciwej I dx.
0

x*y*y?-4=0. Obliczy¢ warto$¢ y” w tym punkcie.

) 2

Stosujac odpowiednie twierdzenia o szeregach potggowych obliczy¢ sume szeregu z &
n=1

Gestos¢ kuli o promieniu 1 w kazdym punkcie jest rowna kwadratowi odlegtosci tego punktu od

pewnego punktu (0,0,1). Obliczy¢ masg kuli

n

Obliczy¢ strumien pola wektorowego F = (x, y, z) przez gorna strong powierzchni z=1—4/x* + y* ,
0<z<1



Egzamin z Analizy Matematycznej

Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

1
dx
Zbada¢ zbieznos¢ calki niewlasciwe] | —— .
'0[ varcsin x
X2y
Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(x, y,z) =2+ =——4x +2z°.
y z
o0 x"l
Wyznaczy¢ przedziat zbieznosci szeregu Z ———. Poda¢ odpowiednie kryteria zbiezno$ci
=l 30+ 1
n

Obliczy¢ objgtos¢ bryly ograniczonej powierzchniami z = \lxz +y? | z=6-x’%. Sporzadzi¢ rysunek tej bryly.

Obliczy¢ calke krzywoliniowa zorientowana I(3x +2y)dx + (2x — y)dy gdzie K jest krzywa okreslona
K
réwnaniem x=)° od punktu 4(0,0) do B(1,1).

Egzamin z Analizy Matematycznej

Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

dx

Acosx

T
Zbada¢ zbieznos¢ calki niewlasciwej J
T

Obliczy¢ pierwsza i druga pochodna funkcji uwiktanej y=y(x) okreslonej rownaniem xe’-y+1=0.
Stosujac odpowiednie twierdzenia o szeregach potggowych obliczy¢ sume szeregu z _
= (2n+1)4"
Znalezé najwieksza i najmniejsza warto$¢ funkcji f{x,y)=x*+y" na zbiorze {(x,y): x*+7<9}

Obliczy¢ mase czesci powierzehni paraboloidy obrotowej x*+y*=2z odcictej plaszczyzna z=2 jezeli
gesto$¢ powierzchniowa masy w danym punkcie paraboloidy jest rowna kwadratowi odleglosci tego
punktu od osi obrotu

Egzamin z Analizy Matematycznej

Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

xy(x+y)
Zbada¢, czy funkcja f(x,y) ={ eyt ? (x,y)#(0.,0)

jest ciagta w punkcie (0,0).Czy jest rézniczkowalna
0, (x,y)=(0,0)

w tym punkcie.

Stosujac odpowiednie twierdzenia o szeregach potggowych obliczy¢ sume szeregu Z #
n=l1 ne

Znalezé ekstrema lokalne funkcji uwiklanej y=y(x) okreslonej rownaniem x*-2xy+2y*+2x+1=0.

Korzystajac z twierdzenia Greena obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa

/—]D
5 2 = 1
-1

x(¢) = 2cost-cos2t, y(t) = 2sint-sin2t, te[0,27]

Obliczyé pole ptata wycietego powierzchni z=1-x>-y” przez plaszczyzny z= -1 i z= -3. Sporzadzi¢
rysunek.



Egzamin z Analizy Matematycznej

Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

3
arctg x dx

Zbadac zbiezno$¢ calki niewlasciwe;j J.g— .
o X’
Znalez¢ najwigksza 1 najmniejsza wartos¢ funkcji f{x,y)=xy(6-x-y) na trojkacie domknigtym ograniczonym prostymi
x=0, y=0, x+y=10.

& (x+2)"
Wyznaczy¢ przedzial zbieznos$ci szeregu Z %

. Poda¢ odpowiednie kryteria zbieznosci
n=2 N In“ n

Wyznaczy¢ wspotrzedne $rodka masy jednorodnej bryty ograniczonej powierzchniami z=\/x2 + y2 -2,

z=x*+ y2 , Xt + y2 =4 . Sporzadzi¢ rysunek tej bryty. Zastosowac¢ wspolrzedne walcowe.

z

Obliczyé strumie pola F =[e”,e™**,e™” | przez gorna strone tej czesci walca parabolicznego z=x* , ktéra

spefnia nierownos¢ 0<x<1, 0<y<I.

Egzamin z Analizy Matematycznej

Kazde zadanie nalezy rozwiaza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

T oWx+1

Zbadaé zbiezno$¢ catki niewlasciwe;j j— dx .

1 Vxt +Inx
af

0
Funkcja g(r) ma ciagla pochodna na R . Niech f(x, y) = g(:/x* + y* ). Obliczyé FoE % oraz sprawdzi¢, ze
X

&

2n+1
Obliczy¢ sumg szeregu Z Y
n=1
Obliczy¢ moment bezwladnosci wzglgdem poczatku uktadu wspotrzednych dodatniego oktantu wydrazonej kuli o
promieniu wewngtrznym 1 i zewngtrznym 2 jezeli objgtosciowa gesto§¢ masy w punkcie jest odwrotnie
proporcjonalna do jego odleglosci od punktu (0,0,0) a masa bryly wynosi 4.

Obliczy¢ catke powierzchniowa zorientowana ” xyz dxdy , gdzie S jest czeScia sfery x2 y2 +z2=25
s
potozong w pierwszym oktancie uktadu wspotrzednych, zorientowana na zewnatrz.

Egzamin z Analizy Matematycznej

Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!
Wyznaczyé ekstrema warunkowe funkcji f{x,y)=x+y przy warunku g(x,y)=¢"~-xy-1=0.

W dostateczne matym otoczeniu punktu (1,y,) narysowac wykres funkcji uwiktanej y=y(x) okreslonej rownaniem
x*Iny—ylnx=0.

['e]

. . . Inn
Korzystajac z kryterium catkowego zbada¢ zbiezno$¢ szeregu Z —_.

n=2 I’l2
1 V1=x?
Zmienic¢ kolejno$¢ calkowania w catce iterowane;j Idx I f(x,y)dy . Narysowa¢ obszar catkowania.
0 (x-1)2
Wyznaczy¢ moment bezwladnosci wzgledem osi Ox jednorodnego plata x? + y2 +z2=R? gdzie x>0, y>0,

z>0. Przyjaé, ze ptat ten ma masg m



Egzamin z Analizy Matematycznej

Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

og . 0
Wiedzac, ze funkcja £ ma ciagte pochodne czastkowe znalez¢ % i £

Oy

dla funkcji g(x,y,2)=fxy,x-z).

Uzasadni¢ , ze rownanie y — \/; e’ =0 okresla w otoczeniu punktu (0,1) funkcje uwiktana y=y(x). Napisa¢
réwnanie stycznej do wykresu tej funkcji w punkcie (0,1)

o (x=1)"

=l 2on

Obliczy¢ pole plata S wycietego z powierzchni z=1-x*-)” przez walec x*+y*=2. Sporzadzi¢ rysunek.

Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu potggowego Z

Obliczy¢ pracg w polu wektorowym F= (xy, v + z, z) podczas ruchu po tuku K: x=cos ¢, y=sin ¢, z=t od punktu
A(1,0,0) do punktu B(-1,0,m).



Egzamin z Analizy Matematycznej

Kazde zadanie nalezy rozwiagza¢ na oddzielnej, czytelnie podpisanej kartce!

Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(x, y) = x> + y?

X2 y
W dostatecznie matym otoczeniu punktu (0,y0) naszkicowaé wykres funkcji uwiktanej y=y(x)
okreslonej réwnaniem xe” —y”Iny = 0.

1
Stosujac odpowiednie twierdzenia o szeregach potegowych obliczy¢ sume szeregu Z R SS—
w1 (2n—1De”

Gesto$¢ kuli o promieniu 1 w kazdym punkcie jest rowna kwadratowi odleglosci tego punktu od
pewnego ustalonego punktu lezacego na sferze ograniczajacej ta kule. Obliczy¢ masg kuli.

Obliczy¢ strumien pola F = [\ XY,/ XV, 2z4/ Xy ]| przez gorng strong plata z = ,/xy dla 1<x <4 i 1<y <4.

Egzamin z Analizy Matematycznej
Kazde zadanie nalezy rozwiaza¢ na oddzielnej, czytelnie podpisanej kartce!

|
Zbada¢ zbiezno$¢ catki I &
X~ +smx
0
Wyznaczy¢ najwicksza i najmniejsza warto$é¢ funkeji f{x,y)=x’-xy+*-2x+y w obszarze ograniczonym
nierownosciami |x|+y|<1, x<0.

Znalez¢ zbior wszystkich xeR , dla ktorych szereg z (x> =3x+1)" jest zbiezny. Wyznaczy¢ sumg
n=0
S(x) tego szeregu.

Obliczy¢ catke H sz | z | dxdydz , gdzie U jest kula x*+y*+z’<R” .
U

Obliczy¢ strumien pola F = [x°, y3 ,z"] przez zewnetrzna strone powierzchni bocznej walca x*+y’=9
ograniczong ptaszczyznami z=01iz=2.

Egzamin z Analizy Matematycznej
Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, czytelnie podpisanej kartce!

x+1
lnx\/_

Wyznaczyé ekstrema funkcji uwiktanej z(x,y) zadanej rownaniem 2x*+2y*+z*+8xz-z+8=0.

2
Zbadac zbieznos$¢ catki I
1

n(n+1)

Obliczy¢ sumg szeregu z

n=1
Obliczyé mase bryly zawartej miedzy powierzchniami x*+y*=1 , z=x*+(1+y)* oraz z=0. Gesto$¢ bryly w
danym punkcie jest rowna jego odleglosci od ptaszczyzny Oxy.

Obliczy¢ catke J I xyzdS , gdzie S jest powierzchnia y*=x odcieta ptaszczyznami z=0, z=4 i x=1.



Egzamin z Analizy Matematycznej
Kazde zadanie nalezy rozwiaza¢ na oddzielnej, czytelnie podpisanej kartce!

% b b i 090 . .
Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f(x, y) = {“ +y (x )= ( )1 zbadac¢ ich
0, (x,y)=(0,0)

ciagtos¢ w punkcie (0,0).
Obliczy¢ y (1) dla funkcji uwiklanej y=y(x) okreslonej réwnaniem x’+xy+y>-2x-1=0 oraz spehiajacej
warunek y(1)=1.

o0

rr . - ;. 2)"

Znalez¢ przedziat zbieznosci szeregu E G2
n=2

Narysowa¢ obszar catkowania i nastgpnie zmieni¢ kolejnos¢ catkowania w calce iterowanej

nln’n

1-v2x-x2

j.dx Jf(x,y)dy.

Obliczy¢ moment bezwladnosci wzgledem osi Oz jednego zwoju linii Srubowej K: x=3cost, y=3sin¢,
z=2t gdzie t€[0,27] jezeli liniowa ggstos¢ masy wyraza si¢ wzorem A(x,y,z)=z. Uwaga: moment
bezwladnosci punktu materialnego wzgledem osi jest rowny masie punktu pomnozonej przez kwadrat
odlegtosci tego punktu od osi.

Egzamin z Analizy Matematycznej
Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, podpisanej kartce!

dx
Yeosx
Obliczy¢ pierwsza i druga pochodna funkcji uwiktanej y=y(x) okre$lonej réwnaniem xe’-y+1=0.
= 1

Stosujac odpowiednie twierdzenia o szeregach potegowych obliczy¢ sume szeregu Z _
= (@n+1)4"

Zbada¢ zbieznos¢ catki niewlasciwej

Ol — N

Korzystajac ze wspolrzednych sferycznych obliczy¢ catke potrojna J.”\/ x>+ y? + 2% dvdydz , gdzie
14

obszar V jest okre§lony nierdwnos$cia x*+y*+z> <z , x>0. Sporzadzié rysunek.
Obliczy¢ strumien pola wektorowego F= (x, v, z) przez gorna strong powierzchni z=1—+/x> + y? ,
0<z<1



Egzamin z Analizy Matematycznej

Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, czytelnie podpisanej kartce!

Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(x, y) = x\/; —x*—y+6x+2.
W dostatecznie matym otoczeniu punktu (1,2) narysowaé wykres funkcji y = y(x) okre§lonej réwnaniem
x?y?—y? —4=0.

2" +2

Wyznaczy¢ przedziat zbieznosci szeregu potggowego z 2" 13
n=0 +

(x+2)" .

Obliczyé objeto$é bryty ograniczonej powierzchniami x*+y°=16 , z=6-x, z=1.

Obliczy¢ mase plata S opisanego warunkami z :%(x2 +y%), z < 2 o gestoéci powierzchniowej masy

o(x,y,z)=x>+y>.

Egzamin z Analizy Matematycznej

Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, czytelnie podpisanej kartce!

Wyznaczy¢ plaszczyzng styczna w punkcie (-3,y,,%) do wykresy funkeji z = arctg(x” + ).

Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(x,y)=3In$+2Iny+In(12-x-y).
dxdydz

R rrveres

Korzystajac ze wspolrzednych sferycznych obliczy¢ catke potrojna [[[———— , gdzie obszar V jest
okreslony warunkami 4 <x +y +22<16 , x>0, >0, z>0.

. . r . . |4 = n
Korzystajac z kryterium catkowego zbada¢ zbieznos¢ szeregu Z—
n=2 1

Obliczy¢ strumien pola wektorowego F(x, v,z2)=(5x+z, x—3y,4y —2z)przez gorna czesc

ptaszczyzny x+y+z=2 odcigta ptaszczyznami uktadu wspotrzednych.

Egzamin z Analizy Matematycznej

Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, czytelnie podpisanej kartce!

Zbadac zbieznosc¢ catki niewlasciwe;j J.ﬂd

Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(x, y) = y\/; —y?—x+6y.
Obliczy¢ mase jednorodnej bryly (ggstos¢ p(x,y,z)=1) ograniczonej powierzchniami

2,2 ., ’ ’
z=2""+") -1, z= x> + y* —1. Sporzadzi¢ rysunek. Zastosowaé wspotrzedne walcowe.

x+2)"
Znalez¢ przedzial zbiezno$¢ szeregu Z( )
“~ nln’*n
., xdx + ydy y? ) C
Obliczy¢ I— , gdzie K jest czwarta czescia ehpsy — +<5 =1 zawarta w pierwszej ¢wiartce
xyl+x’+y? b

w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara. Czy calka zalezy od postaci krzywej K?



Egzamin z Analizy Matematycznej

Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, czytelnie podpisanej kartce!

Znalez¢ objetos¢ bryly powstalej przez obrét dookota osi OX krzywej y = JxInx ;1<x<e.
Wyznaczy¢  lokalne  ekstrema  warunkowe  funkcji  f(x,y)=y—-Inx  przy  warunku

gxy)=x"+(y-2)"-2=0.
Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(x, y,z)=x" +xy + y* —2xz+2z> +3y—1.

Obliczy¢ strumien pola F =[xy?,x*y,z°] przez powierzchni¢ bryly ograniczona nierdwno$ciami
X+ P <z l-xT—y? .

o0
, . C e, 2
Wyznaczy¢ przedziat zbieznos$ci szeregu Zn In" x.

n=l1
Egzamin z Analizy Matematycznej

Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, czytelnie podpisanej kartce!

0

Zbada¢ zbieznos¢ catki niewtasciwe;j Z—dx .
+x
0

Obliczy¢ catkg podwojna J.'[ 2x*ydxdy, gdzie D jest obszarem ograniczonym osiami uktadu
D

wspotrzednych oraz krzywa Jx+ \/; =1.

Wyznaczy¢ ekstrema funkcji uwiklanej z(x,y) zadanej rownaniem 2x*+2)*+z%+8xz-z+8=0.

Obliczy¢ pole plata wycietego z powierzchni z =/ x* + y* —2 przez walec x” + y* =2x . Naszkicowaé
rysunek.

n(n:—l)xn
2

0
Wyznaczy¢ przedziat zbiezno$ci i sumg szeregu z

n=1



Egzamin z Analizy Matematycznej

Kazde zadanie nalezy rozwiaza¢ na oddzielnej, czytelnie podpisanej kartce!

. Obliczy¢ calke niewlasciwa IL)d
+x

. Obliczy¢ objetosé bryty U ograniczonej powierzchniami x*+y°=4, z=y+1, z=7.
. Wyznaczy¢ najwigksza i najmniejsza warto$é funkcji flx,y)=2x*-y*+12x na obszarze okreslonym

nieréwnoscia x*+’<16.

. Obliczy¢ mase powierzchni potsfery z = 4/ R* — x* — y2 o0 gestosci powierzchniowej o(x,y,z)=z.

(x+2)".

o0
. Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu Z
n=2

nln®n

Egzamin z Analizy Matematycznej
Kazde zadanie nalezy rozwigzac¢ na oddzielnej, czytelnie podpisanej kartce!

0

. Wyznaczy¢ zbior tych liczb naturalnych £, dla ktorych catka niewlasciwa I - jest zbiezna.

> X" Inx

. Obliczy¢ objetosé bryly U ograniczonej powierzchniami x*+y*+4z=01i z =1—+/x? + y* . Sporzadzié
rysunek tej bryty.

. Funkcje y=y(x) zadano réwnaniem uwiktanym x* —|— w4 A ‘” =1. Rozwina¢ ja (o ile to mozliwe) w

otoczeniu punktu x;=-1 w szereg Taylora do rzegdu 2 (reszta z trzec1q pochodna)

. Sprawdzi¢, czy pole wektorowe F = ( N ) jest potencjalne, nastepnie obliczy¢
X+yS+

Z
b b
2,2 \/v +y2 2 \/x2+y2+zz

(LL1)

Caﬂ(Q J. xdx+ydy+zdz
N )
(0,0,0)

. Wyznaczy¢ zbior tych dodatnich wartosci parametru a dla ktorych szereg z 43 jest rozbiezny.
n=0



Egzamin z Analizy Matematycznej
Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, czytelnie podpisanej kartce!

1. W otoczeniu punktu (0,1) naszkicowa¢ wykres funkcji uwiktanej y=y(x) okreslonej roéwnaniem
xe¥ —y+1=0.

2. Obliczy¢ catkg potrojna .[ J. '[ ysin ;x dxdydz jesli obszar catkowania U ograniczony jest powierzchniami
U

z=l—y2, z=0,x=-1, x=1.
3. Napisaé rownanie plaszczyzny stycznej w punkcie (0,0,zy) do powierzchni z = xcos(x-+y”).

4. Obliczyé mase polsfery z=4R*—x"—)°

o(x,y,2) =X +y +2" .

5. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu z 3’§n, .
n=1 )

jezeli gestos¢ powierzchniowa jest rowna

Egzamin z Analizy Matematycznej
Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na oddzielnej, czytelnie podpisanej kartce!

1. Wyznaczy¢ najwicksza i najmniejsza warto$¢ funkcji z(x,y) = xy(4—x—y) w trojkacie ograniczonym
prostymix=1,y=0,x+y=6.

2. W dostatecznie matym otoczeniu punktu (1,2) narysowaé wykres funkcji y = y(x) okreslonej rownaniem
x*y? —y? —4=0.

3. Obliczy¢ objetos¢ bryly U ograniczonej plaszczyzna z=0, walcem x*+y*=8x oraz stozkiem x’+y’=4z’
(z20). Sporzadzi¢ rysunek.

4. Obliczyé moment bezwladnosci paraboloidy z=x*+y?, z<h, o statej gestosci powierzchniowej masy
o(x,y,z) =0, wzglgdem osi Oz .

5. Wyznaczy¢ przedzial zbiezno$ci szeregu Z ——(x+2)".
-




