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WYBRANE PORZADKOWE WEASNOSCI ZBIOROW LICZBOWYCH

(N, <) jest dobrze uporzagdkowany < V ,_, 3

nmA

(tzn .w kazdym podzbiorze zbioru N istnieje element najmniejszy)

(O, <) jest gesto uporzadkowany <V 3., 1 x <z <y (uwaga a<b<a<biazb)

X<y

(tzn. pomigdzy dwoma liczbami wymiernymi zawsze mozna znalez¢ trzecig liczb¢ wymierng)

(R, <) jestuporzadkowany w sposob ciagly :
Zasada ciaglosci zbioru liczb rzeczywistych

e kazdy ograniczony od gory podzbior zbioru liczb rzeczywistych posiada kres gorny

e kazdy ograniczony od dotu podzbidr zbioru liczb rzeczywistych posiada kres dolny.

Definicje kreséw podzbioru AcR
Vs x<M

V.3  M-g<y

e>0"yed

v y w Vi, xzm
=Ssuy, f m=in =
P 4 ViodyeaM+E2Y

>0

Zastosowanie zasady ciaglo$ci do zdefiniowania potegi acR, o dowolnym wykladniku

e potega o wykladniku catkowitym a" =g---a ,a™" = ,a =1
n—razy a"
e potega o wykladniku wymiernym a" =inf{xe Q:x>0Ax" >a}; ar = [a%)

e potega o wykladniku rzeczywistym ¢e R
dlaa>1 o' =inf{a* :xeQax>t}; dla0<a<l o' =(%)7t

Uwagi o zasadzie indukcji matematycznej {7'(ny) A (V 5, T(n)=>T(n+ 1))} =V ., T(n)
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Zasada indukcji matematycznej jest konsekwencja dobrego uporzadkowaniu zbioru NV liczb
naturalnych, czyli w kazdym zbiorze dobrze uporzadkowanym prawdziwa jest zasada indukcji
matematycznej.

Dowéd. Zatézmy, ze {T(ny) A (V,s, T(n) =T (n+1))}, czyli ze prawdziwy jest poprzednik implikacji w

nzng

zasadzie indukcji matematycznej. Niech Z={n>n,: T(n) nie jest prawdziwa}. Jezeli Z=(, to zachodzi zasada
indukcji matematycznej. Jezeli Z#J, to w Z istnieje element najmniejszy (dobre uporzadkowanie Z) powiedzmy
moeZ. Uwaga.: mpy>ny bo T(ng) jest prawdziwe. Poniewaz mg-1¢Z wigc prawdziwe jest T(mo-1) a z zatozenia
otrzymujemy, ze prawdziwe jest 7(my), czyli mozZ — sprzeczno$¢ !

RODZINY ZBIOROW I DZIALANIA UOGOLNIONE

X — ustalony zbior (przestrzen), 7#¢ niepusty zbior indeksow. Funkcja 75— 4, < X okresla rodzing

zbiorow {4,}, , indeksowang indeksami ¢ ze zbioru indeksow 7.

Suma (unia) zbioréw rodziny {4, },_;

U4 ={xex:3 xe4}

tel

to zbior wszystkich tych elementow, ktore naleza do przynajmniej jednego zbioru A, z rodziny

{Az }zeT

Iloczyn (przekroj-czg$¢ wspolna) zbioréw rodziny {4, }, ,:

(4, ={xeX:V _xed)}

tel

to zbior wszystkich tych elementow, ktore naleza do wszystkich zbiorow rodziny {4, }, ,

A

n

s
s

Def. Granica gorng lim sup 4, ciaggu zbiordw (4,),cy nazywamy zbidr limsup 4, =
n—>0

n—»0 n

m

Il
—_

m

Granica dolna lim inf 4, ciagu zbiorow (4,)scy nazywamy zbior liminf 4, = () (4, .

n—o n=1 m=n

tatwo zauwazy¢, ze

xe limsup 4, <>V neN Im>n xed,,

n—»0

co oznacza, ze granica gorna ciggu zbiorow jest zbiorem skladajacym si¢ z elementow, ktére nalezg
do nieskonczenie wielu zbioréw ciagu (4,) new -

Podobnie

xe liminf 4, <3neN Vm>n xeAd,,

n—»0

co oznacza, ze granica dolna ciggu zbiorow jest zbiorem skladajagcym si¢ z elementdw, ktoére naleza
do prawie wszystkich zbiorow ciagu (4,) nen -

Bezposrednio z definicji widac, ze

NA, c liminf 4, c limsup 4, U4, .

n=1 n—o n—w n=1
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Jezeli liminf 4,= limsup 4,, to méwimy, ze cigg zbiordw (4,) < jest zbiezny do granicy lim 4,=

n—»0 n—»0 n—»0

liminf 4,= limsup 4, .

n—»0 n—»0

n

Przyklad. 4,=(-},1+ “2%) | liminf 4,=[0,1), limsup 4,=[0,1].

ILOCZYN KARTEZJANSKI ZBIOROW

Intuicja Para uporzadkowana (x,y) to zbior dwuelementowy w ktérym okre$lono kolejnosé
elementéw- formalna definicja- pdzniej.
Niech 4 i B beda dwoma niepustymi zbiorami
Def: [loczynem kartezjanskim zbiorow A4,B#¢@; nazywamy zbior
AxB={(x,y):xe Anye B}
czyli zbior par uporzadkowanych, takich, ze pierwszy element pary nalezy do pierwszego zbioru, a
drugi element do drugiego zbioru.
Przyklad. 4={1,2,3}, B={e*} , AxB={(1, 9),(2, *),(3, ®),(1, *),(2, *),(3, *)}

FUNKCJE
Wiadomo, ze liczbe rzeczywista mozna identyfikowaé z punktem na osi liczbowej a parg liczb z
punktem na plaszczyznie. Podobnie funkcj¢ mozna identyfikowa¢ z jej wykresem. Prowadzi to do

nastepujacej definicji:

Def. Przez funkcje, ktorej argumenty pochodza ze zbioru X, a wartosci z Y rozumiemy podzbior

fcXxY iloczynu kartezjanskiego spetniajacy warunek
vxeryl,yzeY {(x’yl) € f/\ (x’yZ) € f} = yl = y2 ’

czyli kazdemu elementowi zbioru X odpowiada co najwyzej jeden element zbioru Y (warunek

prawostronnej jednoznacznosci)

Rézne zapisy: (x,y) € f < xfy < y = f(x)

Uwagi o0 mnogosciowej definicji pary (a,b)
Para to ciagg 2-elementowy — ciag to funkcja na zbiorze N — funkcja to relacja prawostronnie
jednoznaczna — relacja to podzbior iloczynu kartezjanskiego — iloczyn kartezjanski to zbior par
(btedne koto !- potrzebna formalna ,,zewnetrzna” definicja).

Definicja Kuratowskiego pary uporzadkowanej (a,b) : (a,b)={{a},{a,b}}
Zdefiniowana powyzej para spetnia podstawowy warunek :  (a,b)= (¢,d) < a=c A b=d

Pojecia zwiagzane z funkcjami

Dziedzina Dy={xeX:3, y=f(x}
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Przeciwdziedzina Ry={yeY:3,cx y=/(x)}
Niech f:X ->Y i D, =X . Wowczas funkcj¢ nazywamy odwzorowaniem zbioru X

Def. (obcigcie funkcji) Jezeli f: X — Y, AcX, A#¢to obcigciem funkcji f'do zbioru 4 nazywamy
funkcje f‘ - A—Y  taka ze Vxed f4(x)=f(x) (zawezenie dziedziny)

Def. Przeciwobrazem zbioru BCY (poprzez funkcje /) nazywamy zbior f'[Bl={xeX: fix) eB}cX
A

Def. Obrazem zbioru ACX (poprzez funkcje f) nazywamy zbior f[A]={yeY : Ixed : y=f(x)}cY
A

Przeciwobraz zachowuje wszystkie operacje mnogosciowe, a obraz tylko niektore.

Przeciwobraz Obraz
B cB,= f'[B]c f'[B,] 4 c 4, = flA]c f14,]
yUs1=lJr'B1 Y41 141
1NB1= /"B, NA41=( /14,1

Np: fﬁl[ﬂB,]:ﬂffl[B,] , boxe fﬁl[ﬂB,] S xe ﬂf’l[B,]. Rzeczywiscie

teT teT teT teT

xeffl[ﬂB,] @f(x)eﬂB, < VteT: f(x)eB, <

tel teT

VteT:xefﬁl[B,]Qxeﬂfﬁl[B,]

teT

Podobnie /T(")4,1<=( /14,1, bo

teT tel

yef[ﬂA[]QElxeﬂA[:y=f(x)<:>EIxeX‘v’teT:xeAt/\y=f(x):>

teT tel
=>Vtel IxeX xed rny=f(x)Vtel Ixed, :y=f(x) &

oViel ye fl4]e ye( /4]
tel
Uwaga. Implikacji w powyzszym rozumowaniu nie mozna zastapi¢ rownowaznoscia , gdyz

dteT VxeX o(x,t) = Vxe X FteT @(x,t) (por. wyklad z algebry).
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Wazne typy funkcji (odwzorowan): (f: X —>VY, D, =X)

* fjestroznowartosciowa (injekcja) <V, | v x; #x, = (%) # f(x;)

e fjest funkcjg ,,na” (surjekcja) < f[X] =Y (kazde wartosci z zbioru Y jest funkcyjnie osiggalna)

e fjest funkcja wzajemnie jednoznaczng (bijekcja) <> jest injekcja i surjekcja jednocze$nie

Z1ozenie funkcji:

f:X>D,>Y, g:¥YoD,»Z , R,=f[D,]cD,
(8o f): Xx—>(ge f)x)=g(f(x))

Funkcja odwrotna

Jesli funkcja f: X — Y jest bijekcja, to mozna zdefiniowaé funkcje odwrotng /' : Y — X do
funkcji f: X =Y wzorem [ ={(y,x)eYxX:(x,y)e f}. Innymi stowy

dr
f()=xo y=[(x), gdzie xe X, ye¥.

FUNKCJE RZECZYWISTE to funkcje o warto$ciach w R

Niech f: X—R ig: X—>R beda funkcjami rzeczywistymi okreslonym na tym samym zbiorze X.
Def.  (Suma, réznica, iloczyn i iloraz funkcji rzeczywistych)
df
(f + &)X~ f(x) +g(x)
df
(f —&)x)~ f(x) - g(x)
df
(f-&)x)~ f(x)-g(x)

af
[iJ(x)& ; zat. VxeX g(x)#0
g g(x)
Def.  Funkcja f jest ograniczona z gory gdy AMeR : VxeX fix)M
Funkcja f jest ograniczona z dotu gdy dmeR : VxeX fix)=m

Funkcje rzeczywiste zmiennej rzeczywistej.

Niech f: R oD — R begdzie funkcja rzeczywista zmiennej rzeczywistej

Def:.  f jest rosnaca w D SV, wep X <X, = f(x)<f(x;)
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/ jest niemalejaca w D SV, ven X <X = f(x)< f(xy)
S jestmalejacaw D <V, x <x, = f(x)>f(x,)
S Jjestnierosnacaw D <V, x <x, = f(x)2 f(x,)

Powyzsze funkcje nazywamy funkcjami monotonicznymi

Funkcje okresowe

Def. fjestokresowa <3, )V _, (xxt)eDA f(xtt)=f(x)

Dodatnig liczbe T=nm{t>0:V,_,(xtt)e DA f(x*t)= f(x)} }>0 (o ile istnieje) nazywamy
okresem podstawowym.

ldla xeQ
0 dla xgQ

Uwaga. Funkcja Dirichleta D(x) :{ jest okresowa, a nie ma okresu podstawowego

(jest mikrookresowa).

Def:  fjest parzysta = V.p —X€D A f(=x)=f(x)
fjest nieparzysta o V.p —Xxe€D A f(=x)=—f(x)

Funkcje cyklometryczne

Wykresy y =sinx, y = arcsin x
E

Rozwazmy funkcje y = sin x obcigta do ‘
przedziatu [5*,7]. Funkcja odwrotna do tej

obcigtej funkcji sin, to funkcja arcsin. Doktadniej :
{y:arcsinx©x=siny o

XE[—I,I] 5 ye[;zﬁa%]

Rozwazmy funkcje y = cosx obcigta do przedziatu Wesy y=cosx, = rceos
[0, 7] . Funkcja odwrotna do tej obcigtej funkcji
cos, to funkcja arccos. Doktadniej

y=arcCosx < X =Ccosy :\
XG[—I,I] 5 ye[oaﬂ] . L

s ' \'
=1
o
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Wykresyy =tgx, y = arcigx

Rozwazmy funkcj¢ y = tg x obcigta do przedziatu

—-,%5) . Funkcja odwrotna do tej obcigtej funkeji
cos, to funkcja arctg. Dokladniej

{yzarctgx@xztgy

ye(F.%

Wykresy y = cig

Rozwazmy funkcj¢ y = ctgx obcigtg do przedziatu
(0,%). Funkcja odwrotna do tej obcigtej funkcji
ctg, to funkcja arcctg. Doktadniej

¥ = arcclg x

y=arcctgx <> x=ctgy
ye(0,7)

Funkcje elementarne to funkcje stale, potggowe, wyktadnicze, trygonometryczne, odwrotne do nich

logarytmiczne, cyklometryczne, oraz takie funkcje, ktére mozna otrzymac z powyzszych przez

skonczong ilo$¢ dziatan arytmetycznych oraz ztozen.

Funkcjami elementarnymi sg wigc wielomiany i funkcje wymierne.



