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Def:

Rownolicznos¢ zbiorow

ArlB &3 f: A< B (istnieje bijekcja jednego zbioru na drugi)

Przyklad. {a,b,c} i {1,2} —nie sg rownoliczne
Przyklad. A=NiB={xe N:x=2k—-1,ke N} ={1,3,5,...} —sa rownoliczne, bo istnieje bijekcja

Def:

f(k) =2k —1 zbioru 4 na zbior B.

Zbidr A jest skonczony jezeli jest rownoliczny ze zbiorem {1,...,n} dla pewnego n € N .

Zbior A jest nieskonczony < ~( A4 jest skonczony)

Charakteryzacja zbiorow nieskonczonych

Zbior A jest nieskonczony <> 3 Bc A,B# A: ArlB

(czyli zbiér nieskonczony jest rownoliczny z pewnym swoim podzbiorem wlasciwym).

Twierdzanie Cantora —Bernsteina

{ArlBcB ABridcA} = ArlB

Def: Zbior A jest przeliczalny < A I N (inaczej elementy zbioru przeliczalnego mozna

ponumerowac liczbami naturalnymi)
Zbior A jest co najwyzej przeliczalny < A jest skonczony lub przeliczalny

Zbior A jest nieprzeliczalny < A jest nieskonczony i ~(4 vl N)

Fakty: (metodg przekatniowa mozna pokazac, ze)

e [loczyn kartezjanski zbioréw przeliczalnych jest przeliczalny.

Zbiory A i B sa przeliczalne wigc 4 ={a,,a,,a,,...}, B=1{b,,b,,b,,...}

(a,b),  (a,0y),  (a,by)y  (ag,by);
(a2,0);  (ay,0,)s  (ay,b3)s  (ay,04)1,
AxB=9 (ay,b,)s (a3,0,)g (a3,by);5  (a3,b)5
(as.b)10 (a4,0))14 (a4,b3)19  (a4,04)5

e Nie oo
ra =t )él J=2) |} jestbijekeja Nx Nna N (znalezé £~ éwiczenia)

(Wskazowka: element(i,) jest i-tym elementem na na (i+j-1)-szej przekatnej )

e QO jest przeliczalny, (jako wniosek, bo Q < Z x N (przel.) i NcQ

e Suma (mnogo$ciowa) przeliczalnej ilosci zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym

Dowdd jak dla iloczynu kartezjanskiego
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4, = {a117a127a137a14,...
4, = {azlvazzaa23va24,...
4 = {a317a327a33va34,...

Ay = {a417a427a43va44,...

e R jest nieprzeliczalny ( R #/ (0,1) a (0,1) jest nieprzeliczalny- dowod nie wprost metoda
przekatniowa lub zasadg szufladkowa Dirichleta)

Funkcja f'(x) = Larctg(x) + 3 jest bijekcja zbioru R na przedziat (0,1). Po przyjeciu umowy,
Ze te rozwinigcia dziesigtne liczb wymiernych, ktore sg skonczone zastepujemy rozwinigciami
nieskonczonymi mamy wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy liczbami
rzeczywistymi z przedziatu (0,1) a ciggami cyfr rozwinigcia dziesi¢tnego).

Dla dowodu nie wprost zal6zmy, ze wszystkie liczby rzeczywiste z przedziatu (0,1) mozna
ustawi¢ w cigg (ponumerowac liczbami naturalnymi)

a, = O,al,lallal,},...
a, =0, Ay Ay 50y 55
a, = O,a3,1a3,2a3,3,...

Rozwazmy liczbg¢ ¢ = 0,c,c,c; -+ z przedziatu (0,1) taka, ze ¢; #a,,;,c; #0, ¢; #9 . Liczba

iio

¢ rozni si¢ od kazdej z liczb a; i-ta cyfra rozwinigcia dziesigtnego, wigc nie wystgpuje w tym
ciagu -sprzecznosc!

CIAGI RZECZYWISTE

Ciagiem o wyrazach rzeczywistych nazywamy rzeczywista funkcje a : N — R okreslong na
zbiorze liczb naturalnych

1> a(l)=a;
2—a2)=a,
itd.
Oznaczenia: a, - n-ty wyraz ciagu (a,) - ciag o wyrazie ogolnym a,

Def. (granicy ciagu) Ciag (a,) jest zbiezny do g (co zapisujemy lima, =g ) gdy

v

a, —g|£8.

&>0 Hno eN v nxng

A G

Twierdzenie (o jednoznacznosci granicy). Jezeli ciag a, ma granicg, to tylko jedna.

Dowéd (Nie wprost). Przypusémy, ze cigg ten ma dwie rozne granice g, i g,. Wezmy 8=@. w
przedziale [g, —&,g, + €] leza prawie wszystkie wyrazy ciagu = w przedziale [g, — &, g, + €]
lezy skonczona ilo$¢ wyrazow ciagu, co przeczy temu, ze g jest granicg ciagu.
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Def:  Ciag rozbiezny, to ciag, ktory nie jest zbiezny.
Szczegodlnie wazne sa dwa typy ciagow rozbieznych

e rozbiezny do + o0 lima, =+0 <V, ElnoeN v

nzny n —
n—0

e rozbiezny do — o limg, =—0 =V, 3 1V a,<m

n>n, n
n—»0

Zbieznosé, a ograniczonos¢

Tw: Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony (inaczej- warunkiem koniecznym zbieznosci ciaggu jest
jego ograniczono$c)

Dowéd: Niech g — oznacza granic¢ a,. Wybierajac e=1, z definicji granicy prawie wszystkie wyrazy

(to znaczy wszystkie poczawszy od no) ciagu leza w przedziale [g-1, g+1]. Poza przedziatem
moze by¢ jedynie skonczona liczba wyrazow . Stad

v g-llg+l=M

n

bR a b b

a,| < rnax{]a1 w1

Uwaga Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe
Np. a, =(—1)" pokazuje, Ze ograniczono$¢ nie jest warunkiem wystarczajacym zbieznosci.

Niech (n;) bedzie rosnacym ciagiem liczb naturalnych a (a,) dowolnym ciggiem liczb
rzeczywistych.

Ciag (a, )nazywamy podciagiem ciagu (a,). Podciag otrzymujemy wiec z ciggu pomijajac niektore
jego wyrazy.

Tw. Bolzano-Weierstrassa. Z kazdego ograniczonego ciggu liczb rzeczywistych mozna wybraé
podciag zbiezny.

Dowadd (szkic). Ciag jest ograniczony, a wigc wszystkie jego wyrazy leza w pewnym przedziale domknigtym.
Dzielimy ten przedzial na dwa przedziaty domknigte rownej dtugosci. Przynajmniej w jednym z przedziatow jest
nieskonczenie wiele wyrazow ciagu. Z tego przedziatu wybieramy jeden z wyrazow a dla wybranego przedziatu
domknigtego powtarzamy powyzsze czynnosci wybierajac wyraz ciaggu o numerze wyzszym niz wybrany w
poprzednim kroku itd. Dostajemy ciag przedzialow domknigtych i pewien podciag. Czg$cia wspodlna
zstegpujacego ciagu przedziatdéw domknigtych jest doktadnie jeden punkt — granica wybranego podciagu.

Tw. Jezeli ciag ma granicg, to kazdy jego podciag jest zbiezny do tej samej granicy.
lima,=g=lima, =g.
n—»0 k—o Tk

Dow. W przedziale [g-¢, gt+¢] leza prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,) a wige takze prawie
wszystkie wyrazy podciagu (a,, ).

Tw. Ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

Dow. Rozwazmy przypadek ciagu rosnacego (a,), ograniczonego od gory (dla malejacego i
ograniczonego od dotu — analogicznie).
Niech {ai,as,...} oznacza zbidr wyrazow ciagu (a, ) : jest to podzbior R.
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Z zalozenia {a;,a,,...} jest ograniczony od gory <V, _, a, <M

Z zasady ciagto$ci zbioru R istnieje (doktadnie jedna liczba rzeczywista) g =supiq,,a,,...}
Z definicji kresu V, a,<g iV, 3, a, >2g-¢ , az zalozenia monotonicznosci

annO a, 2 g—-¢

Podsumowujac te fakty:

v£>03noean>n0 g_gsan Sg
U
g—¢<a,<g+¢
U
a, — g| <¢
co oznacza , ze lima, =g .
n—0
Przyklad 1. a, =(1+1)
vV, a, <3-ograniczony od gory| ) ) "
= istnieje granica (powiedzmy e) e=lim (1 + —)

v,a,,>a, - T n—o n

Z ,,innych” obliczen wiadomo, ze e = lim(l + l} ~2,7182818...

n—»0 n

e Ograniczonos$¢ ciagu a, = (1 + %)”

n n n ;
=02 =2 =1t D) =20 D <00y ettt

P o G (=004 S L <2 1 <2 L =3
ty ty et S +ZE— TS +sz4‘
k=2

k=2 k=2

bodla k>2, k!>2F!

. rr . _ 1 1
e Monotonicznos¢ ciagu a, = (1 + ;)

- -ha-d) (-D(1=2)-(1-2)
ot 3l toet

a, =241

-1 1 2
we) | O (—7)-d

(n+1)!

PN O (ot s (=020 )
a,, =2+—++ ST —— 1

+
Wida¢, ze skladniki wyrazu a, ., sa wigksze lub rowne od odpowiadajacych im sktadnikow wyrazu

. . . . 1—L)(1=-2-) o (1=
a,. Ponadto ciag a,,, zawiera dodatkowo dodatni sktadnik el Crmril el

(n+1)!
Cll :'\/5
an+1 = \Y 2 + an

V ,en@, <2 -ograniczony od gory ]
= jest zbiezny do g =lima,
v.,a,,>a, -1 o0

Przyklad 2

Ze wzoru ogolnego a,,, =+/2+a, . Dokonujac w tej rownosci przej$cia granicznego (a,,, — g i
a, — g)otrzymujemy: g=4/2+g . Stad g=2.
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Nierownosci w przejsciach granicznych

Tw. O zachowaniu stabej nier6wnosci

Vosn @y SM Alima, =g = g<M

n—»0

Vosp@,2mAlima, =g =g2>m

nzny'n
n—0

Dow. (a.a.)

g-M

Niech g>M. Wezmy ¢ = (potowa odlegtosci miedzy g i M. Z def. granicy prawie wszystkie

wyrazy ciagu leza w przedziale [g-¢, gt&] — sprzecznosc!

UWAGA: Nierownosci ostre nie zachowujg si¢ w przejsciach granicznych!
Np. V,.y +>0a limi=0.

n—»0

Konsekwencjg twierdzenia o zachowaniu stabej nierowno$ci w przejsciach granicznych jest
nastgpujace

Tw. (o trzech ciagach)
(VnZnoan <b,<c,nlima,=gnlimc, = g]: limb, =g

n—>0 n—0 n—»0

Jako wniosek z powyzszego uzyskujemy

Tw. A

a,|<M Alimb, =0= lima, -b, =0

n2n,
n—o n—»oo

Arytmetyka granic

Tw. Jezeli lima, =a 1 limb, =b, to

1. lim(a,tb,)=atb
2. lim(a,b,)=ab
3. lim(3) =4 (v, b#0i b#0)

n wb—ab, #b—a,b,+a,b,—ab, |ay|
Dow. (punktu 3). 0 <| 4 — & |=| &t | g ab-thttbth | <l _p|y Ly, —al

Ciag (a,) (jako zbiezny) jest ograniczony powiedzmy przez M . Z faktu limb, = b # 0 wynika, ze

n—>0

lim|b, |=/b|>0 astad |b, |>2 dla prawie wszystkich n . Wobec tego 77 <7 dla prawie
n—>0 n

wszystkich n.
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: : : : e ¥ 4 _a|_o2M 1
Otrzymujemy wiec dla prawie wszystkich # nierownos¢ 0 <| T |—Sb—2 |b, —bl+la, —al z

ktoérej z twierdzenia o trzech ciggach i z punktu 1 otrzymujemy tezg.

Inne wlasnoSci:

=+oo:>IimL=0

a) lim|a, +=0
n—»0 n—>o0 an T
. .1 |
b) \lima,=0AV,, a,>0]= lim—=+o0 =00
—®© = n—wo ¢ 0
n
. .1 |
¢c) \lima,=0AVY,, a,<0]= lim—=-o —=-00
—®© = n—oq 0
d) (lima, =a>0Alimb, =+n|= lima,b, =+ a>0=aow=o0
—00 n—»o n—0
) ) . a, a
e) \lima,=a Alimb, =+0|= lim—=0 =0
—>0 n—»o0 n—o
f) (lima, =a<0Alimb, =+o)= lima,b, =-» a<0=>am=—n
—00 n—o0 n—o

Symbole nieoznaczone: 3,%,0- 0, —0,17,0°, ",
Warunek Cauchy’ego. Mowimy , ze ciag ( a, ) spetnia warunek Cauchy’ego , gdy

C) V.3

&>0—"nyeN

v a,—a,| <.

n n

n,mzn
Uwaga. Nie ma tu mowy o granicy

Def. Ciagg spelniajacy warunek Cauchy’ego nazywamy ciggiem fundamentalnym

Tw. Dla ciggu liczb rzeczywistych prawdziwa jest rownowaznosc:

(a,) - zbiezny <> ciag (a, ) spetnia warunek Cauchy’ego

Dowdd.(=) Z zalozenia lima, =g mamy V3 A4

n—»0

&>0

a, —g|£§. Stad dla m, n>ny mamy

nyeN : nxng
lan-an| < |a,-g| + |am—g|S§ + % =g, czyli spelniony jest warunek (C).
(<)(Szkic) ciag (a, ) spetnia warunek Cauchy’ego=> ciag (a, ) jest ograniczony = (tw. Bolzano-

Weierstrassa) (a,, )jest podciggiem zbieznym do g. Stad |a,~g| < |a,-a, |+ |a, -g|. Alela,-a, [<

B | o

n

dlan,ne 2ng(zwar.C) ala, -g< gbo llim a, =g . Wobec tego |a,-g|< ¢ dla nzn.

Wazne granice ciggow

1) Wiadomo, ze lim(l + lJ =e. Stad

n—>0 n

) 1 —n a, 1
hm(l——} =e ; limag, =t0= lim(1+LJ e ; limb, =0= lim(1+b,)s, =e

n—>00 n n—>0 n—»o0 a n—0 n—0

2) lim#n=1

n—»0

3) lim4a=1 (a>0)

n—»0

n
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4)

=g<1 = lima, =0

n—0

5) 11m1/ =g<l=limag, =0

6) lim—'" —=0 (p>0,a>0)
== (1+ p)

Ad2. Vn>2 #n>1,stadvn>2 &n=1+¢, ¢,20c

vn22 n=(+5) =Y (1)t 2 (12 > vn22 n2 2052 S vnz20<6, < |2 = limg, =0

=1 n—»o0

Ad 3 Podobnie jak (2)

a,. 1-
Ad4. lim =g<l & Ve¢dn, Vn>n, ‘ . —g‘ée = Stadnp. dla & ==F%
a, .| < gila
a <g!
dn, Ve>n, |H<g+e=g<l=> '}o+2 < 8|, | = &1 |, |
n0+k gl
Otrzymalismy wigc oszacowanie Vk 0<la, ,,|<g;|a ‘ ‘ Stad z tw. o trzech ciggach hm ay k| =0.

AdS. limylla,| =g <1< Ve In, Vn>n,

la, g‘<€ = Stad np. dla g—Tg

dn, Vn>n, ,"/an|ég+5:g1<1:>3n0 Vn>n,

' = lima, =0.
n—>0
(i)
Ad 6. Wystarczy skorzystac z (4) hm (”p "~ lim (”T“)a o, =10, <1
(1+P)



