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Granica funkcji rzeczywistej zmiennej rzeczywistej

Def. Punkt x, € R jest punktem skupienia zbioru D C R & istnieje ciag (a,)cD taki, ze

Va,#x, i lima,=x,

00
n n—>

Granica funkcji w punkcie skupienia

Niech f:R > D — R i x, € R bedzie punktem skupienia zbioru D (dziedziny funkcji 1)

Def. (Heine) Liczba g € R jest granica funkcji f'w punkcie x,, co zapisujemy lim f(x) =g, jezeli
X—)XO

v limx, =x, = lim f(x,)=g .

(x,)cD—{xy} n—w
Powyzsza definicja jest rownowazna nastgpujace;j

Def. (Cauchy) lim f(x) =g V I V. O0<x—x, K= f(x)—g<¢

>0 5>0 xeD

Komentarz: Zalozenie, ze x, € R jest punktem skupienia zbioru dziedziny D gwarantuje, Ze istnieje
w dziedzinie przynajmniej jeden ciag zbiezny do x,, . Punkt x, nie musi naleze¢ do D, czyli funkcja

nie musi by¢ okreslona w x,. Nawet jesli funkcja jest okreslona w x, to wartos¢ funkcji w tym punkcie

nie wplywa na granic¢ funkcji.

Dowdd réwnowaznosci definicji Heinego i Cauchy'ego
(H=C) Dla dowodu nie wprost zatézmy ze spetiony jest warunek z def. H i nie jest spetniony

warunek zdef. C,czyli 3 V. 3 0<x—x,|[<OA|f(x)—g[>¢.Przyjmujac 6 =L ,n e N wnosimy

>0 0>0 xeD

o istnieniu takiego ciagu (x,), ze 0<|x,—x, [<LA| f(x,)—g|>&,coprzeczy lim f(x,)=g.
n—>00

(C=H) . Zakladamy, ze spemiony jest warunek z def. C. Ze zbiezno$ci limx, =x, wynika, Ze

n—>00
prawie wszystkie wyrazy ciagu (x, ) spetniaja warunek 0 <|x,—x, |[< S, co pociaga za soba
spelnienie przez prawie wszystkie wyrazy ciagu (f(x,)) warunku| f(x,)—g[<¢ , czyli

lim f(x,)=g.
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Wlasnosci arytmetyczne granic funkcji rzeczywistych

Rozwazmy dwie funkcje f,g:R > D — R okreslone na tym samym zbiorze D . Niech punkt x,,
bedzie punktem skupienia zbioru D.

Tw. Jezeli lim f(x)=a i lim g(x)=b, to

X=X,

lim (f + g)(x) = lim (f(x) + g(x)) =a+b

lim(f-g)x)=a-b

lim(f-g)(x)=a-b

tim (L)(x) =% gdy b£OAY g(x) %0
XX g

Dow. Twierdzenie powyzsze jest natychmiastowa konsekwencja definicji Heine’go granicy funkcji w

punkcie i wlasno$ci arytmetycznych granic ciggéw liczb rzeczywistych.

Wazne granice

1) limsinx=0; limcosx=1
x—0 x—0

i . . 1= 1
2) lim Smx 1; (jako wniosek lim c;)sx =—)
=0 x x>0 x 2

a —
lim 1+x)“ -1
x—0 X

3)

=a (ae€R) (najpierw rozwaza si¢ € Q 1 stosuje tw. o 3 ciagach)

4) limE—

x—0 X

=lna

Granice niewlasciwe i granice w nieskonczonosci

f:R>D—>R,D#J, x, - punkt skupienia zbioru D.

(© V IV 0<x—x|<6=f(x)2M
hrn f(x)=+oo<:> M>0 6>0 XED. .
X=X (H) v limx, =x, = lim f(x,) =40

(x,)cD—{xy} n—o

C) v 3V 0<|x—xo|£5:>f(x)£m

111'1’1 f()C) — o0 > m<0 6>0 xeD . .

— (H) o v . V. . limx, =x, = lim f(x,) =~
x,)=D—{x, 170 o0 n—»oo
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Jesli zbior D (dziedzina funkcji) jest prawostronnie nieograniczony to mozemy zdefiniowac
> — o <

(C) LYO ME>|0 XYD = M = |f(x> g| =¢

H) V lmx, =+o=lmf(x,)=g

(x,)cD n—ow

lim f(x)=g <

Jesli zbior D (dziedzina funkcji) jest lewostronnie nieograniczony to mozemy zdefiniowac

(C) v 3 Vxém:>|f(x)—g|£8
lim f()C) =g PN >0 m<0 freD .
x>0 H) V Ilmx =—co=lim f(x,)=g

(x,)cD n—+w
Granice jednostronne

f:R>D—>R, x, -punkt skupienia zbioru D M (x,,+o).

C Vv 3V 0<x—x0£5:>|f(x)—g|£€

lim f(x) =g PN >0 >0 xeD . .
xoxy" (H) v limx, =x, = 111_{{1‘0 f(x)=g

(x,)=DN(x,+0) n—>0
Tw. Gdy x, jest punktem skupienia zbioru D M (-0, x,) i zbioru D N (x,,+0) to funkcja f' ma w

punkcie x, granice g (wlasciwa lub niewlasciwa) < f ma w punkcie x, granice lewo- i

prawostronne i sg one rowne g.

Symbol o — porownywanie nieskonczenie malych

f,g:R> D — R, DO, x, - punkt skupienia zbioru D,

Def. Mowimy, ze f i g sa nieskonczenie male w przejéciu granicznym x—x, , gdy

lim f(x)=01i lim g(x)=0.

X—)XO

Def. Piszemy, ze fix)= o(g(x)) przy x—x, jezeli limﬁzo (f(x) jest nieskonczenie matg
X—)XO

wyzszego rzgdu niz g(x)).
Przyklady
2
2

e x" = o(x) gdyx—>0 bo lingx— =0
X—> X

sin’ x
=0

e sin‘x= o(x) gdyx—0 bo lirrg
X—> X
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Ciaglos¢ funkcji w punkcie

Def.  Funkcj¢ f: R D D — R nazywamy ciagla w punkcie x, € D jezeli
e Heine Viyep limx, =x, = lim f'(x,) = f(x,)
" n—o n—o

o Cauwchy V _3:0V.p |Xx=x%[<0=]f(x)=f(x)|<e

Uwaga: Punktx, € D ale nie musi by¢ punktem skupienia zbioru D. Jezeli X, € D jest punktem

izolowanym zbioru D, to z definicji funkcja jest ciagla w punkcie izolowanym. Jezeli

natomiast x, € D jest punktem skupienia zbioru D, to z definicji funkcja jest ciggla w

punkcie skupienia < lim f(x) = f(x,).

Ciaglo$¢ punktowa funkcji f:R>D—>R

Def. Funkcja f: R © D — R jest punktowo ciagla w D, jezeli jest ciagta w kazdym punkcie zbioru
©) vteDvg>OE|5(t,.9)>0vxeD |x—tl<o= f(x)-f(O)<e

D, li . .
M) VY, o limx, =1 = lim £ (x,) = £(0)

Ciaglos¢ jednostajna

Def. Funkcja f: R © D — R jest jednostajnie ciagla w D gdy

Vero3s0VienViep X —EIS 2 (D)= f(D) <€

>0

Bezposrednio z definicji otrzymujemy korzystajgc z tautologii {Ix Vy : @(x,))} = {Vy Ix: p(x,»)}
Tw. Jezeli fjest jednostajnie ciggla na D , to f jest punktowo ciagla na D.
Problem. Jak praktycznie bada¢ jednostajna ciaglosé¢ funkcji?

Uzytecznym pojeciem jest tzw. modut cigglo$ci funkcji.
Def. Modulem ciaglosci funkcji f: R © D — R U {oo} nazywamy funkcje

daf
®,(6) = (f,0)=sup{| f(x) = f(x;)|: X, %, €D A | x; —x, [< 5}

Tw. Funkcja f: R © D — Y jest jednostajnie ciaglta na D < limo o(f,A)=0
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Dowéd . f R > D — Y jest jednostajnie ciagta na D

)
va>035>0vxeDvyeD | X=y |S o :>| f(x) _f(y) |S &

g
V0350 Vacs @(f,0)<e

0
lim(f,4)=0

Przyklad. Pokazaé, ze f(x)= Jx jest jednostajnie ciggla na przedziale D=[0,00)

X+A-x A
O 8)= sup {lfxy =y [+ |3y =y [€A} =sup{| N+ A —x |} = sup{ =32 ﬁwZ

Stad iimo o(f,A)=0, wiec fjest jednostajnie ciagla na przedziale [0,00).

Twierdzenia o funkcjach ciaglych

Tw. (Weierstrassa) Jezeli funkcja f: R > [a,b] > R jest ciagta na [a,b], to f— ograniczona i
3xl,xze[ab 'f(xl) = Sup f()C)l f(xz) - 1nf f(x)

xela,b]
Dowod. Ograniczonos¢ od géry. Dla dowodu nie wprost zatézmy, ze funkcja f nie jest ograniczona

do gory. Istnieje wiec ciag (x,)c[a,b] taki ze ’111_1)1; f(x,) =o0. Z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa
wynika, Ze z ograniczonego ciagu (x,) mozna wybra¢ podciag (xnk ) zbiezny tzn. 111_1)1010 x, =cela,b].
Z ciaglosci funkcji f  otrzymujemy 111_1)1; S(x,)=f(c), co jest w sprzeczno$ci z faktem
111_1)1; Sf(x, )= (kazdy podciag ciagu rozbieznego do nieskoficzono$ci jest rozbiezny do

nieskonczonosci).

Osiagganie kresu gornego M = sup f(x). Jesli kres gbrny M zbioru wartosci funkcji nie jest
xela,b]

osiagniety, to jest on punktem skupienia zbioru wartosci funkcji. Istnieje wiec ciag (x,)[a,b] taki ze

lim f(x,) =M . Z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa istnieje podciag zbiezny l{im x, =c€la,b].

Z ciaglosci funkcji f* otrzymujemy ll{im fx,)=f()=M
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Tw. (Darboux) (o przyjmowaniu wartosci posrednich)

Jezeli f:R > I — R - ciagla na przedziale /, to

Vet Vyer S0 <y <f(x) =30 Y=/ (X)

gdzie - I (x,, x,) -przedziat o koncach /, = min{x,x,} i p, = max{x,x,}
Dowdd Rozwazmy pomocnicza funkcje g(x)=f(x)-y. Funkcja g przyjmuje na koncach przedziatu [/,,p1]
gdzie /, = min{x,,x,}1ip, = max{x,,x,} wartosci roznych znakow, tzn. g(/,)g(p,) < 0. Niech s,
bedzie srodkiem przedziatu [/,p]. Jesli g(s;)=0, to twierdzenie zostalo udowodnione. W przeciwnym
przypadku rozwazamy przedziat [/,p,] zastepujac jeden z koncdw /;, p; punktem s, tak, aby
g(l,)g(p,) < 0. Powtarzamy powyzsza procedur¢ konstruujac ciag przedziatow [/,,p,] i ich Srodkow
s,. Jesli dla pewnego n otrzymamy g(s,)=0, to twierdzenie jest udowodnione. Jesli nie, to
skonstruowali$my dwa ciagi zbiezne: niemalejacy i ograniczony od gory (/,) oraz nierosnacy i

ograniczony od dotu (p,) przy czym lim(p, -1 ) = lim‘;‘,,—if‘ =0.Stad lim/ =limp =x.Ztw.0

zachowaniu stabej nieréwnosci w granicy otrzymujemy g>(x) <0, wiec g(x) =0, co konczy

dowdd.

Tw. (Cantora) Funkcja f: R ©[a,b] > R - ciagla na przedziale domknietym [a,b] jest

jednostajnie ciagla na [a,b]
Dow: (nie wprost.) Nieprawda, ze fjest jednostajnie ciaglta <

|V e300V sV | 5= 1€ 5 2 f () = () < 6]

Fe0V 550 hqupTegany | X—XISOAf(X)— f(xX')[>&. Dla kazdego O, czyli w szczegdlnosei dla
O0=1 tez istniejg ciagi (x,), (f,) takie, ze |x, —¢, |<L 1| f(x,)— f(¢,)[> ¢ (isticje takie &).
Poniewaz (x,) jest ciagiem w [a,b], wiec mozna z niego wybra¢ podciag zbiezny x, —c. Z warunku trojkata
mamy|?, —c =7, —x, +x, —c|<[f, —x, [+]|x, —c|, skad wynika, ze £, —> ¢ . Z ciaglosci
fnkeji f mamy £(x,) > £(©) i f(t,) > f(e), wiee | £(x,)~f(t,)]>0), co prrecry

warunkowi | f(x,) = f(¢, )[> & vn

Tw: (o lokalnym zachowaniu znaku )

Jezeli funkcja f : R © (a,b) —> R - ciagla na przedziale otwartym (a,b) , xoe(a,b) 1f{(x0)>0,

to istnieje otoczenie punktu xo (powiedzmy K(x(,0)) takie, ze Vxe K(x,0) f(x)>0.
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Dowéd. (nie wprost) gdyby w kazdym otoczeniu punktu x, istniaty punkty w ktorych f(x) <0, to

istnieje cigg tych punktow , zbiezny do x,,. Z ciaglosci funkcji 1 twierdzenia o zachowaniu sfabe;j

nierOwnosci w przej$ciu granicznym wynika , ze f(x,) <0, sprzeczno$¢
0 )

Tw. (o ciaglosci funkcji odwrotnej). Jezeli funkcja f: R D [ — R (gdzie I — dowolny przedziat)

jest ciagta i rosnaca (malejaca), to funkcja odwrotna f° ! jest ciagla i rosnaca (malejaca).

Dowéd. Niech f/ bedzie ciagla i rosngca w przedziale /. Z tw.Darboux wynika ze ,,ciagly obraz przedzialu jest

Tw.

Tw.

Tw.

przedziatem” J=f[I] jest przedzialem a f jest funkcjg roznowartosciowa. Istnieje wiec f': J>Iif ' jest
rosngca (dowéd nie wprost). Aby wykaza¢ ciaglosé funkcji £ ' w punkcie y, przedziatu J, wystarczy
wykazaé, ze jeSli y,—o, to f '(va) = x, = xo= f '(»). Gdyby ciag (x,) nie dazyt do granicy x, to
nieskonczenie wiele wyrazow lezaloby na zewnatrz przedzialu (xo-&, xot¢) czyli spetniatoby jedng z
nierownosci  x,< xo-€ , X,> Xote. W pierwszym przypadku y,=f(x,)<f(xo-€)=f(xo)-m (tu korzystamy z
zatozenia, ze f jest rosngca). W drugim y,=f(x,)>fxo+ &)= fixo)+1, (m 1 1, >0).Wobec tego nieskonczenie

wiele wyrazow y, lezatoby na zewnatrz przedziatu (yo-7: , yot+1,) co przeczy zalozeniu, ze y,—>)o.

Ciaglos¢ zlozenia

Jezeli fjest ciggla w punkcie x,, a g jest ciagla w punkcie f(x,) to go f (zlozenie f'z g) jest

ciagta w punkcie x,, .

Jezeli f jest ciggla na zbiorze 4 1 g jest ciggla na zbiorze B i, f[A]lc Bto go f jest ciggla na

zbiorze 4.

Jezeli f jest jednostajnie ciggla na zbiorze 4 i g jest jednostajnie ciggla na zbiorze B ( f[A]< B),

to go f jest jednostajnie ciagla na zbiorze 4.

Dowéd. Powyzsze twierdzenia sg natychmiastowa konsekwencja definicji ztozenia funkcji i definicji

(odpowiednio punktowej i jednostajnej) ciaglosci funkcji.
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Ciaglos$¢ sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu funkcji rzeczywistych zmiennej

rzeczywistej

f:RoD—>R ; g:RoD—->R
Tw Jezeli f'i g sa ciagte w punkcie x,eD,to f+g, f—g, [ g, é(g(xo)?&O)sqciqglew
punkcie X, .

Jezeli fi g sa ciagle na zbiorze D ,to f+g, f—g, f-g, é (V..p, g(x)#0) sa ciagle na
zbiorze D.

Jezeli f1 g sa jednostajnie ciagle na zbiorze D to, to f+ g, f —g sa jednostajnie ciagle na
zbiorze D (funkcje f-g i é nie musza by¢ jednostajnie ciagte)

Whioski
1° Wielomian jest funkcja ciagla, bo jest on sumg funkcji cigglych oraz iloczynow funkcji
cigglych.
2° Funkcja wymierna jest ciggla, bo jest ilorazem dwodch cigglych wielomiandw.
Dowodzi sie, ze

3° Funkcja potggowa jest ciagla tzn. Vx, e D lim x* =x; Z uwagi na rowno$¢ x” = x; (i)o

X
X—>X, 0

wystarczy udowodnic¢ cigglos¢ w punkcie xo=1 tzn. limx* =1 (éwiczenia)

x—1

4° Funkcja wykladnicza jest ciagla Vx, € D lim a* =a™ . Z uwagi na rowno$¢ a* =a™a™™

X—)XO
wystarczy udowodni¢ cigglos¢ w punkcie x,=0 (¢wiczenia)

5° Funkcje trygonometryczne sa ciaglte np Vx, lim sinx =sinx, (éwiczenia)

X—)XO

WhiosKi.
e Funkcje logarytmiczne i cyklometryczne sg ciaglte (bo sg odwrotne do funkcji ciagtych)
¢ Funkcje elementarne , czyli wszystkie powyzsze oraz takie, ktore mozna otrzymac z
poprzednich przez skonczong ilo$¢ dziatan arytmetycznych oraz zlozen, sg ciggle w swoich

naturalnych dziedzinach.
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Nieciaglosci
e fma w xonieciaglo§¢ usuwalng — istnieje granica w x, ale lim f(x) # f(x,)

e fma w X niecigglo$¢ I-go rodzaju — istniejg granice jednostronne skonczone i sg one rézne

lim f(x)# lim f(x)

)C—))CO

e fma w xynieciaglo$¢ II-go rodzaju — pozostale przypadki.

Nieciaglosci funkcji monotonicznych.

daf
Tw. Jezeli f:(a,b) >R jest monotoniczna, to V, _,, istnicja lim f(x))=/(x, ) i

X=X,

df
lim f(x,)=f (x,"). Funkcja monotoniczna moze mie¢ wiec jedynie punkt nieciggtoéci I-go

X=X,

rodzaju.

Dow. (dla funkcji niemalejacej). Niech x, € (a,b) bedzie punktem nieciggto$ci. Z monotoniczno$ci
x<xy = f(x)< f(x,) zbidr {f(x):a<x<x,}jest ograniczonym od gory przez f(x,)

podzbiorem zbioru liczb R. Z zasady cigglosci R istnieje 4= sup f(x). Nasladujac dowdd

a<x<x,

twierdzenia ,,cigg monotoniczny i ograniczony jest zbiezny” pokazujemy, ze 4 = lim f(x).

X—)XO

Analogicznie B = inf f(x)= lim f(x).

X=X

Tw. Zbior punktéw niecigglosci funkcji monotonicznej jest co najwyzej przeliczalny.

Dow. (dla funkcji niemalejacej) f : (a,b) = R. Niech x, bedzie punktem nieciagtosci (I-go rodzaju)

Z monotoniczno$ci: f(x, )< f(x,"). W przedziale (f (xo ) f(xy" )) wybieramy liczbe
wymierng 7(x,). Postgpujac tak samo dla kazdego punktu nieciagtosci okreslamy funkcje r,
ktéra odwzorowuje zbidr punktéw nieciagtosci w zbidr liczb wymiernych. Z monotonicznosci:
funkcja 7 jest Sci$le rosngca, a wigc roznowartosciowa. Zbior punktéw niecigglosci funkcji
monotoniczne] jest roéwnoliczny z pewnym podzbiorem przeliczalnego zbioru liczb

wymiernych, czyli jest co najwyzej przeliczalny.
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Uzupelnienia

e (Cigglos¢ funkceji wyktadnicze;j .

Nalezy pokaza¢, ze Vx, lima”* =a™.Z uwaginaréwnos¢ a* =a™a* ™

)C—))CO

wystarczy pokazac
ciaglos¢ funkcji wyktadniczej w punkcie 0, czyli lima* = a’ =1. Korzystajac z definicji Heinego
x—0

granicy funkcji nalezy pokazaé, ze V(x,) limx, =0 =lima™ =1.

n—w

o1
Wiadomo, ze lim%/_ =11 lim

n—o0 n—oo I
Na

Ve 3dn, Vk 2 n, l—e<a‘' <l+e nl-e<a* <l+¢

= I stad

1

. -1 1 )
Z faktu limx, =0 wynika, ze Vk Im, Vn=m, r <x, S% . Wobec tego a*

IA
N

‘><
IA
Q»\_

n—»0

e

gdy a>1 i a' <a™ <a' gdy a<1. Stad biorac 7 = max{n,, m,} mamy

Vedn,Vnzn, 1-e<a™ <l+¢ ,czyli lima™ =1.

n—>ow

e (Cigglos¢ funkcji potggowe;.

Nalezy pokazaé, ze Vx, € D }ern x“ =xg . Zuwagi na rownos¢ x“ = xg ()" wystarczy pokaza¢
cigglos¢ funkeji potegowej w punkcie 1, czyli Llir% x“ =17 =1. Korzystajac z definicji Heinego
granicy funkcji nalezy pokaza¢, ze V(x,) ll_r)g x, =1=limx’ =1.

Niech k € N bedzie takie, ze —k < a < k. Z tw. o arytmetyce granic wiadomo, ze
limx, =1=limx* =1 i limx“=1. Wobec tego

n— n— n-s00
Ve dnyVn>n, 1-e<xf <l+e nl-g<x<l+¢.

Rozwazajac wszystkie warianty zwigzane z monotonicznoscia funkcji potggowej 1 potozeniem x,
wzgledem 1, mamy nierdwnosé min{x*,x *} < x” <max{x*,x *}, z ktérej wynika, ze

Ve dn, Vn2n, 1-¢<x’ <l+¢, czyli ll_r)l;lc x? =1, co dowodzi ciagtosci funkcji potggowej w

punkcie 1.

e (Cigglos¢ funkcji sinus.

Nalezy pokazaé, ze Vx, lim sinx =sinx,. Z tozsamoéci sinx —sinx, = 2cos-5"sin-5",

X—>X
ograniczonosci funkcji cosinus i nierdbwnosci | sinx | <| x| mamy

sinx —sinx, | <|x—x, | , z ktorej latwo wynika ciaglo$¢ funkceji sinus.
0 0 ] wy ]

Podobnie dowodzi si¢ cigglosci funkcji cosinus. Funkcje tangens i cotangens jako ilorazy funkcji
cigglych sa ciagte w swoich dziedzinach.
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