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RACHUNEK ROZNICZKOWY FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ

Niech f: RoD—R , xoeD.
Oznaczenia: Ot(xo,0)= K(xo,0)= (xo-9, xo+)ND ; S(x0,0)= Ot(x0,0)-{ X0}

+ Ax) —
Def. Ilorazem réznicowym funkcji f'w punkcie x, €D nazywamy wyrazenie A4S A)Z S(x) ,

Ax#0, x¢+Ax € Ot(x,0)

Def. Pochodng funkcji f'w punkcie x, nazywamy wlasciwa granice ilorazu réznicowego

— ar
lim S (%o * i‘i ACHAAAT (xo — punkt skupienia zboru D)

W podobny sposob definiujemy pochodne jednostronne:

F )= ()= lim LT RO 00)

Ax
SLx)=f ()= lim f<xo+ixi—f<xo)

Tw. f'(x,)- istnieje <> istnieja f (x,) i f, (x,) oraz sa sobie réwne.

Tw. (o przedstawieniu przyrostu funkcji)
Jezeli funkcja f: R © Ot(x,,0) = R ma pochodng w punkcie x, , to dla kazdego Ax+0, takiego,
ze xo+Ax € Of(xo,0) przyrost wartosci funkcji mozna przedstawi¢ w postaci
f(xg +Ax) = f(x,)=f (x4) Ax + r(x,,Ax), przy czym r(x,,Ax) =0 (Ax), gdy Ax —0.
Dow: Niech: r(x,,Ax) = f(x, + Ax)— f(x,)— f (x,) - Ax . Stad natychmiast mamy
f(xg +Ax)— f(x,)=f (x,) Ax +r(x,,Ax) .Pozostaje jedynie pokaza¢, ze
r(xy,Ax) =0 (Ax)gdy Ax —>0.
r(xg, Ax) = f(xo + Ax) = f(xg) = f'(xg) - Ax  [:Ax

tim £ gy JE0 2T )< 02 1y, A0) =0 (A0

Whiosek. Jezeli funkcja f ma pochodng w punkcie x, to funkcja ta jest ciagta w x,, bo
S (g +Ax) = f(xg) = f'(xg) - Ax +r(x,, Ax) .
Wiec A1)%rn0( f(xy +Ax) = f(x, )) =0, co oznacza ciagglos¢ f'w punkcie x.

Def. Funkcje f: R D Ot(x,,0) - R nazywamy rozniczkowalng w punkcie x, , gdy istnieje stata 4eR
taka, ze dla kazdego Ax=0, takiego, ze xo+Ax € Ot(x,0),
f(xg +Ax)— f(xy)=A4-Ax +r(x,,Ax), przy czym r(x,,Ax) =0 (Ax), gdy Ax > 0.

Uwaga. Wida¢, ze 4 = f'(x,)

Def. Rozniczka funkceji f'w punkcie xy dla przyrostu Ax nazywamy iloczyn f'(x,)Ax, ktory

ar
oznaczamy df (x,,Ax)= f"(x,)Ax

Uwaga. df (x,,-): Ax > df (x,,Ax) = f'(x,)Ax jest liniowa funkcjg przyrostu.
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nachylenie siecznej

Y v=1()y  svczna f(xy +Ax)— f(x,)
=t
Ax gf
nachylenie stycznej
S (g + Ax) — f(x) :
=t =

o lim " ga=1"(x)

f(zo+Azx)

f(za)

N

f'(x,) okresla szybko$¢ zmiany funkcji f' w punkcie x,.

Z twierdzenia o przedstawieniu przyrostu funkcji i z przyjetych definicji otrzymujemy

Tw. Funkcja jest rozniczkowalna w punkcie x, <> funkcja ta ma pochodng w x.

Inne oznaczenie dla pochodnej

df (x,,Ax) = f'(xy)Ax dla f(x)=x dx(x,,Ax)=1-Ax . Stad
f(XO)_dx(xo,Ax) dx

Funkcja pochodna i operator rézniczkowania

Niech f:R > I —> R (I dowolny przedziat) bedzie rézniczkowalna na /.

Def.  Funkcje f':15x— f'(x) nazywamy funkcja pochodna.

Operator (funkcja, odwzorowanie) D = di , ktory funkcji f przypisuje Zl = f'(x) nazywamy
X X
operatorem rozniczkowania.

Bezposrednio z definicji wyprowadza si¢ wzory

S (%) f'(x)
C=const 0
xa CDCOFI
e’ e’
a® a*lna
sin x coS X
Cos x —sinx
co (et h) —x” o (I+1)7 -1 PR | _
Np. (x%) = hm()— =x 11m("— =x*" 11m(# =ax®.
h—0 h h—0 h—0 b
X
.o .. sin(x+h)—sinx . 2cos(x+L)sin2 in %
(sinx) =lim (x+7) =lim ( . )80 3 =lim—-*cos(x +4) = cos x
h—0 h—0 h—»0 2
2
x+h x h
. e —e .oe —1
(") =lim———— =¢" lim =e"
h—0 h h—0 h
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Tw. (o dziataniach arytmetycznych). Jezeli 1 g sa ré6zniczkowalne w punkcie x (w I), to
f+2),.(0-929, (2, (iJ sg rozniczkowalne w punkcie x (w /) oraz:
g
I° (f+g))=1"(x)+g'(x)
2° (f-2)="(0)-g'(x)
3 (f-8)(0)=1"(x)gx)+ f(x)g'(x)

" (1 J L0 SWEW o (v g0 #0)
g g (x)

Tw. (o pochodnej funkeji ztozonej) Jezeli:
1° f jest rozniczkowalna w punkcie x (w przedziale I)
2° g jestrézniczkowalna w punkcie f(x) (w przedziale f1))
to funkcja ztozona go f jest rozniczkowalna w punkcie x (w przedziale I) i

(g 1)) =g ()
Dow. (g /)0 + A0~ (g £)(x) = g(f (r+ A~ g(f(x) =

= N+ A)— F@) (G S+ A~ ()
= g (F NS AT+ 75 (x, A¥)) 4 7, (f (), £ (x4 Av) — £()) =
= ' (FO)S A+ €' (f ()75 (6, Ax) + 1 (£ (), £ (5 + A) = £())
Trzeba pokazaé, ze g'(f(x)ry(x,Ax)) + 1 (f(x), f(x+ Ax) — f(x)) = 0 (Ax)
Jezeli Ax > 0 to r,= o (Ax) stad g'(f(x))r, (x,Ax)) = o (Ax) . Ponadto
0, f(x+Ax)—f(x)=0

RGO £ (x4 A = £(6) =4 1 (). f G+ AD) — f(2) =

LT L (- 1)

Stgd lim ASCLLEHA) = F) _ o AU A) = () S+ A=) _
Ao Ax a0 f(x+AY)— f(x) Ax '

Tw. (0 pochodnej funkcji odwrotnej). Niech f:RoI—R bedzie funkcja
e Sci$le monotoniczna,
e rdzniczkowalng w /

o ()0 (wl)

Wowezas g = ' jest rozniczkowalnana f[I] i (/™) (f(x))=g'(f(x))= ﬁ
x

Dow. Przy przyjetych oznaczeniach mamy : f(x) =y, f(x+Ax) =y + Ay.Z uwagi na ciagglos¢ i
$cisly monotonicznosé funkcji / funkcja odwrotna g = £ ' jest rowniez ciagta i $cisle
monotoniczna. Stad Ay #0gdy Ax#0,Ay >0 Ax >0 i g(y+Ay)=x+Ax .

gy+A)-g(y) . (+A)-x 1
Wobec tego Ay = ot A — () = T A= f () .
Ax

Przechodzac do granic otrzymujemy teze .
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Uzupelnienie wzorow rozniczkowania

S (%) S'(x)
tgx 12
cos” x
1
ctgx —
sin? x
Inx l
X
log, x !
xlna
. 1
arcsin x > |x| <1
1—x
1
arccos x - ; |x| <1
1-x
1
arctgx
1+ x?
1
arcctgx -
1+ x?

Twierdzenia o wartoSci Sredniej

Tw. Rolle’a:
f jestciagltaw [a,b]
f jest rozniczkowalna w (a,b) = Jectany 1S '(€)=0

fla)=f(b)

Dowod. Jezeli fjest stala to twierdzenie jest spelnione w sposob trywialny. Jezeli f'nie jest stata to

: SUP]f(X)>f(a)-

prawdziwa jest przynajmniej jedna z nierownosci iflfb] f(x)< f(a)
Xela, xela,b

sup f(x)> f(a) - analogicznie).

x€la,b]

Przypusémy, ze prawdziwa jest iflfb] f(x)< f(a) (dla

Z tw. Wierstrassa 3., : f(c) = iflfb] f(x) alez warunku iflfb] f(x)< f(a) wynika, ze ce(a,b).

_ >0 gdy Ax>0
Ale Jle+ )~ f(c) gy iistnieje f'(c) bo c jest punktem wewnetrznym.
Ax <0 gdy Ax<0

Granice jednostronne ilorazu réznicowego musza by¢ rowne sobie, czyli rowne zero.

M)~ 1©) o iy,

A wigc ostatecznie: lim
Ax—0 Ax
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Tw. Cauchy’ego .Jezli
1. figsa ciagle w[a,b],
2. f 1igsarézniczkowalne w (a,b),

to 3 ce(ab): (f(b) -fa)g'(c) (g (b) —g(@))f *(c) =O.

Dowdd @(x)=(f (b) —f(a))g(x) -(g (b) —g(a))f (x) spetia zal. tw. Rolle’a , wigc istnieje ce(a,b) takie,
ze 9 ()=(f (b) fa)g () (g (b) ~g(@)f (c) - stad teza.

Interpretacja tw. Cauchy’ego. Wektorowa funkcja (f{(¢),g(¢)), t€[a, b]) jest parametryzacja krzywej
ptaskiej. Istnieje punkt na krzywej w ktorym styczna do krzywej jest rownolegla do siecznej
przechodzacej przez konce krzywe;j

Z twierdzenia Cauchy’ego mozna wywnioskowac

Tw. de L’Hospitala . (stosuje rowniez si¢ do granic jednostronnych i niewlasciwych) . Jezeli

AC)] i& sa okreslone w S(x,,0)

gx) g'(x)
20 (gm f(x) =0 lim g(x) = oj [2] albo (li_)m /(%) =20 A lim g(x) = iwj [=]
f'(x)

3° Istnigje lim
X—>Xo g (x
to istnieje lim —— S () i lim S x) = lim f,(x)
X—>Xg g(x) X—>Xo g(x) X—>Xq g (x)

(wlasciwa lub niewtasciwa)

fx) _ SO =fx) _ f(0)
g(x) gx)-g(x) g'(c)

Szkic dowodu: dla [%] Przyjmujac f{x)=g(xo)=0 mamy

(z tw.

Cauchy’ego). Ale x — x, = ¢ —> x,. Z istnienia granicy lim J E *) wynika istnienie granicy
X—>Xo g X

lim S 1 ré6wnos¢ tych granic.

X—>Xo g(x)

Dla pozostatych przypadkoéw wystarczy sprowadzi¢ do formy [%]

. 0 0
Symbole nieoznaczone :%, 2 w—0w,00, 0, oo, 1%
o0

Przyklady
Inx Inx _ : 1 1 y_ 1
i dmieo.fmol)sl e,
1 .
lim x* =1, limx™ =e™, lim(4)* =1.
x—0" x—1 x—=0 X

Przyklad niewlasciwego uiycia tw. de L’Hospitala

x+sinx x+smx_ 1+cosx e Tat T &Nid ¥4
Wiadomo, ze h_r)n e =1 ale ll_r)n rrv—— hrn1 %X nie istnieje (wyjasni sprzeczno$¢!)
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Tw. Lagrange’a: Jezeli
1. fjest ciagta w [a,b],
2. fjest rézniczkowalna w (a,b),

to 3 ce(ab): Ab)-Ra)=f (c) (b-a).

Dowdd. Wystarczy rozpatrzy¢ funkcje ¢(t)=f(t)—(f(a)+w(t—a)} tela,b], ktora
—-a
spetnia zatozenia twierdzenia Rolle’a. Stad istnieje ce(a,b) takie, ze ¢'(c)=0. Stad otrzymujemy
P'(c)=f(c) - w =0, co implikuje teze.
—-a

Interpretacja i wnioski

W interpretacji geometrycznej: musi istnie¢ punkt, w ktérym styczna ( f'(c) to wspotczynnik

b)— o
kierunkowy stycznej) jest rownolegla do siecznej (w to wspotczynnik kierunkowy
-a

siecznej).

f(b)

f(a) | -

Z tw. Lagrange’a:
Af = f(x+Ax) — f(x,) = f'(c)-Ax ¢ e (min{x,,x, +Ax}, max{x,, X, +Ax})
e Vxe(a,b) f (x)=0= f stala w(a,b)

e Vxe(a,b) f (x>0 = f rosngca w (a,b)
® Vxe(a,b) f (x)<0 = f malejaca w (a,b)

Dowod. x, <x,  f(x,)—f(x)=f"(c)x,—x,) [f'(c)>0 zawsze (bo taki przypadek
rozpatrujemy), X, —x, > 0 z zalozenia, a wigc f(x,)— f(x,) >0, czyli frosnaca.

Ekstrema funkcji

Niech funkcja f: Ot(xo,) > x— f(x) bedzie okreslona na pewnym otoczeniu punktu xo

Def. Funkcja f ma w punkcie x
maksimum lokalne wlasciwe jezeli 3 S(x,0) : Vxe S(xo,0) fx)<flxo)
minimum lokalne wlasciwe jezeli 3 S(x,0) : Vxe S(xo,0) fx)>fx0)
maksimum lokalne jezeli 3 8(x0,9) : Vxe S(x0,0) fx)<f(xo0)
minimum lokalne jezeli 3 8(x0,9) : Vxe S(x0,0) fx)=f(x0)
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WK istnienia ekstremum (tw. Fermata). Jezeli funkcja f: (xo-0, x¢+0) 3 x— f(x)
e ma w punkcie xy ekstremum

e jest rozniczkowalna w x

to £ (x0)=0

Dow. (dla minimum) ale granica istnieje i jest ona tylko jedna, czyli

SO = fx) [0 dla x> x,
X =X <0 dla X<x0

jedyna mozliwa to 0.

Uwaga. Funkcja moze mie¢ ekstremum jedynie w punktach, w ktérych pochodna zeruje si¢ lub nie
istnigje.

I WW istnienia ekstremum. Jezeli

f jest ciagla w punkcie xg

f jest rozniczkowalna w S(xo,0)

f(x)<0 dla xe(x¢-0, x0) [/’ (x)>0 dla xe(xp-0, xo)]
x>0 dlaxe(xp, xg+0) [/ (x)<0 dla xe(xq , xot0)]
to f ma w punkcie xo minimum [maksimum] lokalne wtasciwe.

Dowéd. (dla minimum).Niech xe S(xo,0) . Z tw. Lagrange,a  Vxe S(xo,0)
S0)-fxo)=f (xo+ Ax-x0)) (x-x0)>0 , O(0,1) (bo f(xo+HAx-x0)) 1 (x-x0) sa tego samego znaku.

Twierdzenie i wzor Taylora- uogélnienie twierdzenia Lagrange’a

Niech / oznacza przedziat domkniety o koncach xg i x tzn. /=[min{x,,x}, max {xo,x}]
Tw. Taylora. Jezeli f: [5R

e ma ciggle pochodne do rzedu n-1 w /

e ma pochodng rzgdu n we wnetrzu [ (int /)

to 3 ceint [ takie, Ze

f [ (%) 2 SV (x) -1, s
S = f(xg) +E52 (x = x0) + L5722 (x = xg)7 + o+ i (= xp) " + L (= xp)”

Po(x) 7, (%)

Dow. Rozwazmy funkcj¢ pomocnicza ¢ : I — R postaci ¢(t) = f(t)— P, ,(t)—M(t—x,)".
S -P,(x)
(x—x,)"

Funkcja ¢ spelnia na przedziale / zalozenia twierdzenia Rolle’a, czyli 3,y @'(c;)=0.

Dobieramy tak M, zeby ¢(x) =0, czyli M = . Wida¢, ze takze ¢(x,)=0.

Funkcja @' spelia na przedziale [, = [min{xo,cl},max{xo,cl}] zalozenia twierdzenia Rolle’a,
czyli 3 :¢"(c,) =0 . Powtarzamy rozumowanie 7 1azy: 3, iy, | " (c,)=0.

cyeint/; *
‘ ‘ o) o) ) ")
Oznaczajac c=c,eint [ mamy @' (¢t)= f"(t)—Mn! i ¢"(c)=0=>M =
n!

SO-P ) _f “ ()
n!

(x = x,)"

Otrzymali$my wigc dwa wzory na M. Porownujac stad teza.
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Zapis rozniczkowy wzoru Taylora

SO = (x) + e df (X = 3) ot d D xx = xy) + - d " f (e x,).
! (n=1)! n!
Przyklad. Napisa¢ wzor Taylora dla funkcji f{x) = Inx przyjmujac x;=1 i n=3.
Inx=x-1-3(x-1)°+5x-1".

Uwaga. Dla x;=0 wzor Taylora nosi nazw¢ wzoru Maclaurina.

C; - zbior funkcji f : R © 1 = R n-krotnie rézniczkowalnych w sposob ciagly na przedziale 1.
feC} < n-ta pochodna " jest ciggla na 1.
C) - zbiér funkeji ciaglych na przedziale . C; >C; >...oC}

Tw: (Il warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)
fe Céf(xo,é)
FP(x,)=0 dla k=12,.,2n—1} < fmawp. X, minimum (maksimum) lokalne wiasciwe.
S () >0 (<0)
()
(2n)!
Z tw. o lokalnym zachowaniu znaku f©*”(c)>0 oraz V

Dow: (dla minimum) z wzoru Taylora: f(x)— f(x,)=0+0+...+ (x—2x,)""

vy (X x,)" >0, czyli

f(x)=f(x,) >0, cooznacza, ze f ma w p. x, minimum lokalne wlasciwe.

Dla maksimum analogicznie ( " (c) < 0).

Ekstrema globalne f:R>D, >R

Def:  Funkcjafmaw x, € D, minimum globalne wlasciwe < V), f(x)> f(x,).

X#X,

Funkcja fma w x, € D, minimum globalne < V., f(x)= f(x,).

X#X,

Funkcja fma w x, € D, maksimum globalne wlasciwe < V., f(x)< f(x,).

X#X,

Funkcja fma w x, € D, maksimum globalne <V, f(x) < f(x,).

X#X
Algorytm szukania ekstreméw globalnych funkcji f na zbiorze domknigtym i ograniczonym ( a wiec
zwartym).
1° Szukamy punktow krytycznych we wnetrzu D ( f'(x,) =0 v f' -nie istnigje),

2° Sprawdzamy warto$ci funkcji na brzegu D,
3° Obliczamy wartos$ci funkcji w tych punktach i poréwnujemy je.

Asymptoty
Def.  Prosta x = x,, jest asymptota pionowa lewostronng funkcji /' <> lim f(x) = *oo

Prosta x = x,, jest asymptotg pionowa prawostronng funkcji /' <> lim f'(x) = foo
Prosta x=x, jest asymptota pionowa obustronng funkcji f <> lim f(x) =200 A

lim f(x) =00 (moga by¢ rézne).
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Def. Prosta y = ax +b jest asymptota uko$na lewostronng funkcji f/* <> lim ( f(x)—ax— b) =0
X—>—00

Prosta y = ax +b jest asymptotg uko$ng prawostronng funkcji /' <> lim ( f(x)—ax— b) =0
X—>+00

Powyzsze definicje mozna uogolnic.

Def. Funkcja g(x) jest asymptota prawostronng funkcji /' <> lirP ( f(x)- g(x)) =0

Tw. Jezeli prosta y = ax +b jest asymptota uko$nag lewostronng funkcji f, to
a=tm 49 5

X—>—00 X

lim ( f(x)—- ax) , a,b — granice skofhczone.

Dowadd. bezposrednio z definicji - jako ¢wiczenie.

Wypuklos¢ funkeji  f:R> 11— R, [-przedziat
Def. Funkcje f: 1 — R nazywamy wypukla w [ gdy
() Ve Vion F0=00x +05) S A=0)(x)+ 1 (x,) (wykres est ponise siecznej)
Jezeli (*) zastapimy warunkiem
Y Vo eV S((=0x, +8x,)< (=) (x)) + 1 (x,), to fnazywamy $cisle wypukla w
P

RAC-Y

J )

Inaczej
(**) vxl,xze[val,azzo f(alxl + aZXZ)Salf(xl) + azf(xz)

a+a,=1
Jeszcze inaczej
(%) V. Tper Vet f(¥) 2 a(x —xg) + f(xy) (W kazdym punkcie istnieje prosta podpierajaca)

Def. Funkcja f: 1 — R jest wklesta < funkcja (—f) jest wypukia.

fec;
vxe[f" > 0

fec;
vxe[f" < 0

Tw. } = f - wypukia. } = f - wklesta

Dowod. Natychmiastowy z wzoru Taylora
Punkt przegiecia

Def.  Punkt P(x,, /(x,)) nazywamy punktem przegiecia funkcji y = f(x) jezeli funkcja f jest
e rozniczkowalna w punkcie X, (ma styczng w punkcie P(xo, f (xo)))
e wypukla w pewnym lewostronnym sasiedztwie X,

e wklesta w prawostronnym
lub na odwrot.
Interpretacja. W punkcie przegigcia wykres funkcji przechodzi z jednej strony stycznej na druga

Tw. (f € C; A f ma w punkcie x, € I punkt przegigcia) = f"(x,) =0.
Punktow przegiecia szukamy wigc wsrod punktow, w ktorych druga pochodna znika lub nie istnieje



