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CALKA (OZNACZONA) RIEMANNA

Oznaczenia: f: [a, b] >R funkcja rzeczywista okre§lona na przedziale domkni¢tym
Wezmy ciag a=x,<x, <..<b=x,
P ={xy,X,5...., X, } - podziat przedzialu [a,b] na n podprzedziatoéw.

d(?)= fnkax(xk — X;_,) - Srednica przedziatu

Y

d=% M Kyl 2 b=x

Wybieramy w kazdym podprzedziale punkt posredni ¢, €[x, ,,x,]; k=12,.,n

Okreslony jest wiec ciag {tk} - cigg punktoéw posrednich

k=1,2,...,n

Tworzymy sumg
o(f.9.46) = £t —x,.)

Interpretacja o dla nieujemnej funkcji f

A

St =xk-1)

v

a=Xo Xk-1 Xk x,=b

Ik
Def. Liczbe rzeczywista / nazywamy catka Riemanna ( catka oznaczong) funkcji f na przedziale [a,b]
jezeli ¥, 3,0V, d@)<5=o(f.9.4})-1|<e.

I k=1,2

Funkcje f'dla ktorej istnieje catka Riemanna na przedziale [a,b] nazywamy catkowalng w sensie

Riemanna.
b
Oznaczenia: [ = .[ f(x)dx, gdzie a- dolna granica, b- gbérna granica, f- funkcja podcatkowa

9fa,b]- zbiér funkcji catkowalnych w sensie Riemanna na [a,b]
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Powyzszy warunek definicyjny przypomina &0 definicj¢ granicy w sensie Cauchy’ego, ktorag mniej
b n

formalnie zapisujemy [/ = .[ f(x)dx= d(l}iar)n . z f(,)(x, —x, ). Poniewaz definicji granicy w sensie
. =

Cauchy’ego odpowiada réwnowazna ciggowa definicja w sensie Heinego mozemy poda¢ rownowazng

ciggowa definicje calki.

Wida¢, ze d(®,) > 0=n — o . Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa (kontrprzyktad)

Def. Ciag przedzialow nazywamy normalnym jezeli n - o0 =d(9,) > 0.

Def. (wedlug Heine’go) Liczbe [/ € R nazywamy catka Riemanna (oznaczong) funkcji f na przedziale
[a,b] jezeli dla kazdego normalnego ciggu przedzialdéw odpowiadajacy cigg sum catkowych
o,(£.9,,11}) jest zbiezny do liczby 1 niezaleznie od wyboru punktow posrednich {£]'} .

Przyklad funkcji niecalkowalnej w sensie Riemanna:

1
Funkcja Dirichleta D(x)={ &
0 xeR\Q

Uwaga. Obliczanie catek z definicji jest zadaniem trudnym. Nie wiemy nawet kiedy catka istnieje.

nie jest catkowalna na [0,1].

Potrzebujemy wigc pewnych warunkéw koniecznych i wystarczajacych na istnienie catki.
Szczegolnie ktopotliwy jest warunek niezalezno$ci granicy od wyboru punktéw posrednich..

Wprowadzimy wigc pewne skrajne sumy szacujace od dotu i od géry sumy posrednie

Sumy Darboux — calka gorna i dolna

f:a, b]>R , f—ograniczona,
P =1{x,,%,,...., X, } - podziat przedzialu [a, b] na n podprzedziatow.

m = inf ]f(x) ; M= sup f(x);m=i{1fb]f(x) 5 M= sup f(x)

xe[x; X xe[Xp_ X ] xela,b]

Z uwagi na ograniczono$¢ f powyzsze kresy sa skoficzone.

s(f,9)= Z my (x; —x;_;) - dolna suma Darboux
k=1

S(f,9)= ZMk (x, —x;_;) - gorna suma Darboux
k=1

v mb—-a)<s(f,P)<S(f,P)<M(b—a) - obie sumy Darboux sg ograniczone .

Poniewaz przy zageszczaniu podzialu suma dolna nie moze male¢ a suma gorna nie moze rosngc
mozna pokaza¢, ze dla dowolnych podziatow 19,  s(f,9)<S(f,9,). Rzeczywiscie, biorac
podziat $;= P, UP, bedacy zageszczeniem obu podzialdéw mamy

s(f,9) <s(f,5) < S(f,95) <S(f,9,)
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czyli istnieja kresy:
I =sups(f,?) - dolna catka Darboux

I=inf S (f,9) - gbrna catka Darboux

Dla funkcji ograniczonej obie catki zawsze istniej.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze :

Tw. Warunkiem koniecznym catkowalnosci w sensie Riemanna funkcji f jest jej ograniczonos¢

f €NR[a,b]= f - ogr. na [a,b].
Rzeczywiscie dla danego podziatu® m(b—a)<s(f,?P) < a(f, ?, {tk}) <S(f,2)<M((b—-a)

s(f,9)=info(f,9,{:}) S(f,9)=8{}lr}>0(f,9,{fk})

Poniewaz przez odpowiedni wybor punktow posrednich mozna sume 0'( 1,9, {tk}) uczyni¢ dowolnie
bliska sumy dolnej s(f, <) lub gornej S(f,?), ktore sa skonczone jedynie woéwczas, gdy funkcja jest

ograniczona na przedziale [a,b]. Ponadto

Tw. Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym catkowalno$ci funkcji / w sensie Riemanna jest z
rownos¢ catek goérnej i dolnej.

Inaczej feRlableoV, I, SS9 —s(f,P)<e

Tw. Funkcja f ciagla na [a,b] jest R-calkowalna na[a,b].

Dow. Funkcja ciggla na przedziale domknigtym jest jednostajnie ciagla, wigc Ve IS
Vxi,x2€[a,b] : pei-xa|<d=|f(x))-f(x,)|<% . Stad , dla dowolnego podzialu ¢ o §rednicy mniejszej

b-a

niz 0 otrzymujemy S(f,9)- s(f, EP)=Z (M, —m)(x, —x, )< ;5= (b-a)=¢.
k=1
Podobnie mozna udowodni¢

Tw. Funkcja monotoniczna na [a,b] jest R-calkowalna na [a,b].

Dow. (dla funkcji niemalejgcej) Rozwazmy podziat rownomierny P ={x;, =a + b;" i, i=0,..,n}
Wowczas My > fixi), mp < f(xr.1), i=1,...,n . Wobec tego

S(.9)- s(/, ‘LP):ZH:(Mk —my )(x; = x;) S Zn:(f(xk) - f(x,)=(0b- a)—f(b);f(”) <g

dla dostatecznie duzych n .

Tw. f eR[a,b] (Wigcm <f< M), g:[m, M]>R ciagla = gof eR[a,b]. Dowdd Rudin str 109
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Charakteryzacja funkcji calkowalnej w sensie Riemanna

Def. Rodzing przedziatow {(ak b, )}k=1,2,.“ nazywamy pokryciem zbioru 4 < 4 c U(a D).
k=1

Def. Dlugoscig pokrycia nazywamy lim z (b, —a,) (oileistnieje!).
n—o oy

Def. Mowimy, ze zbior ACR jest miary (L) zero, jezeli V., istnieje pokrycie tego zbioru o dlugosci
nie przekraczajacej €.

Przyklad. Dowolny zbior przeliczalny A4={ xi,x,,...} ma miar¢ (L) rowng 0. Pokryciem jest rodzina

przedziatow (x; —

2H) i=1,2,... o dlugosci 11mz2

+1 7 i i+l
2! n—o 2!

Tw. Funkcja f ograniczona na [a,b] jest catkowalna w sensie Riemanna (tzn. fe®R[a,b]) < zbiodr

punktow nieciaglosci funkcji / ma miarg zero.

I; x=0
Przyklad. Funkcja Riemanna f(x) =1 Lo x= %, utamek nieskracalny , majgca punkty nieciggtosci w
0; x# %

punktach wymiernych przedzialu [0,1] jest calkowalna w sensie Riemanna. (zob Dodatek na

koncu wyktadu

Wiasnosci funkceji R-catkowalnych

Tw. Niechf, g eR[a,b], aeR. Wowczas:

b b b
a) f+geR[ab] i J. f(x)+g(x))dx=.|.f(x)dx+.|.g(x)dx

b) of €N [a,b] i jaf(x))dx=ajf(x)dx

a

b
) f<g nafab]= j F(x)dx < j g (x)dx

b c b
d) a<c<b=(feRa,cli feRc,b]oraz j F(x)dx = j F(x)dx+ j f(x)dx )

e) fg eRla,b]

f) |f]eRa,b] i

if(x)dx

<[] £ (e

Punkty a-d sg prostymi konsekwencjami definicji catki i wlasno$ci granic. Ponadto jezeli f €®R[a,b], to
m<f(x) <M na przedziale [a,b] a z punktu (c) otrzymujemy
b

m(b—a) < j F(x)dx<M(b-a)
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Ade) feR[ab]= f eR[a,b] (bo g(r)= jest funkcja ciagla a fcatkowalna) a
=5+ -(/-2°]
Adf) feR[a,b]=|fleR[a,b] (bo g(f)=[t| jest funkcja ciggla a fcatkowalng). Ponadto -[f[<f<[f],

b b b b b
wieczcib — j | £(x)] dx < j £ (x)dx sj | £(x)|dx , co jest rownowazne j F(x)dn < j | (x)]dx .

Rozszerzenie znaczenia symbolu calki Riemanna

Z definicji catki Riemanna wida¢, Ze istotng role odgrywa uporzadkowanie prostej R ( przy tworzeniu
podziatu ®). Jezeli zmienimy uporzadkowanie prostej , to sumy catkowe zmieniajg znak, bo zmieniajg
znak réznice x;-xy.; . Przyjmiemy wigc dla a<b

a df b
j f(x)dx=— j £ (x)dx.
b a
Stad w szczegdlnosci I f(x)dx=0.

Calkowanie a rozniczkowanie

Tw.  Niech feR[a,b] iniech a < x <b. Wowczas

a) funkcja F(x)= I f(t)dt jest ciagha na [a,b].

b) jesli fjest ciagla w punkcie xo€[a,b] , to F jest rézniczkowalna w punkeie x, i F'(xo)=f(xo).

Dow. a) Niech xe[a,b]. Wybieramy dowolne 4 takie, ze x+he[a,b]
xth x x xth x xth
[Fe+ = Feo|=| [ r@yae=[ fode|=|[ royde+ [ f@ode=[ roan=| [ f@odi) )
feRla,b]=> fjestaograniczoila na [a,b]a<:> EIMV[E[:,b]|f(t)| < j\/[ (*%) X
Z(F)i(xx) |F(x+h)-F(x)|< max{ﬁ;ﬁ}(t) |dt <M | h| = ciaglosé
Dow. b) Niech xo€[a,b] - punkt 01:;1{;;f | funkcji /. Wybieramy dowolne / takie, ze
xothela,b]. Wowczas
xo+h xo+h
IF G tDEEE) ) | [r0= st - n JU- sk -

<=

- ‘1 [l - £x)ar

h min{xy,xg+h}

fiest ciagta w punkcie X, =V .03 5.0V iqa |t = %o| <5 = [ £ (1) = f(x,)|< . Stad

F -F

h|<& :I Gt DETE) )

F(x, +h)—F(x,)
h

[(r@ = rexp))r

Xo

Sﬁgw = &, co implikuje

Fi(xy) = }llil(l)

= f(x)
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Whiosek. Jezeli feCla,b], to F(x) = .[ f(t)dt jest funkcja pierwotna funkeji fna [a,b] 1 F(a)=0.
Tw. (Newtona-Leibniza) Jezeli fe®R[a,b] i istnieje funkcja F rézniczkowalna na [a,b] taka, ze
b
Yoo F'0)=f(x), 1o [ f(x)dx = F(b) - F(a).

Dow. Dla podzialu & ={x,,x,,...,X,} wybieramy punkty posrednie ¢, €[x, ,,x,]tak, aby
F(x)-F(x,_ )= f()(x,—x,,) (z tw. Lagrange’a dla F wynika, Ze jest to mozliwe).
Wowczas

D @) = x,) = D (F(x) = F(x,,)) = F(b) - F(a)
k=1 k=1
(wszystkie wyrazy sumy z wyjatkiem F{(a) i F(b) ulegng redukcji).

" b
Wobec zalozonej catkowalnosci /| jezeli d® — 0, to z f)(x, —x, ) > .[ f(x)dx.
k=1 a

Stad j f(x)dx = F(b)-F(a).

Tw.  (catkowe o warto$ci $redniej)

b
Jezeli funkcja fjest ciagla na [a,b], = 3 ce(a,b): .[f(x)dx = f(c)(b—-a)

Dow. F(x) = .[ f(t)dt jest funkcja pierwotna funkcji fna [a,b]. Wobec tego F'(x) - rozniczkowalna

na [a,b], czyli rtowniez ciagla na [a,b], czyli F spetnia zal. tw. Lagrange’a , wige Ice(a,b):
F(b)-F(a)=F (c)(b-a)=f(c) (b-a).

}ff (x)dx
Jezeli feR[a,b] to liczbg u =+ nazywamy warto$cig $rednig funkcji f na przedziale [a,b].

—a

Jezeli f'jest ciagta, to Ice(a,b) : 1 = f(c)

Tw. (o catkowaniu przez czesci dla catki oznaczonej)
Jezeli
e figsarozniczkowalne na [a,b],
e [ g eRlab]

o[ /(@) g@dx =[f(0)g )]

b b
L= [ g dx = (£ (B)gb) - f(@)g(@)} - [ f(x)g'(x)dx
Dowod. Latwo zauwazy¢, ze funkcje f g’ 1/°g €R[a,b]. Ze wzoru (fg)’=fg’ +f g itw. Newtona —

b
Leibniza mamy J’ (fe+ fe')dx = f(b)g(b) - f(a)g(a), stad teza.

Tw. (o catkowaniu przez podstawienie catki oznaczonej)

9 € Clapy 5 s
) pl@)=a, p(B)=b = [ f(x)dx = [ f(p(e)@/ ()t
f jestcg.na{x:x=¢(t) tela, A1} ¢ “



Automatyka i Robotyka —Analiza — Wyktad 6 — dr Adam Cmiel — cmiel@agh.edu.pl

heClyp b B
b Ka)=A, hb)=B = [ g(h()h'(x)dx = [ g()dy
gjestcg.na{y:y=h(x) xela,b]} a 4
Dow. (a).Niech F bedzie funkcja pierwotng funkcji fna {x:x=@(¢) t €[, f]} ]. Wowczas
F(@(t)) jest funkcjg pierwotng funkcji f(¢(¢))@'(¢) na [a,f]. (z tw. o rdzniczkowaniu
funkcji ztozonej). Stad

B b
[ f@)p' ()t = F(o(B)) ~ F(p(e) = F(b) - F(a) = [ f(x)dx

Zastosowanie calki Riemanna

Zastosowania geometryczne calek

I Pole trapezu krzywoliniowego

{(x,): a<x<b fi(x)Sy< f,(x), f, £ f, nalabl, f,, f,- ciagle na [a,b]
A =&

—

P=[(f,(x)~ f,(x))dx

Q C— >

1L Dlugos$¢ tuku krzywej
Niech 7:tela, f1—>7F(t) = (x(t),y(t), z(t)) € R? bedzie funkcja wektorowa okreslong na [a, B].
W dang krzywa wpisujemy tamang i bierzemy kres gorny dtugosci tamanych. Jezeli bedzie on
skonczony, to krzywa nazywamy prostowalna.

Tw.Jezeli 7 e C[la, 5 tokrzywa K :{r(t) t€[a,B]} jest prostowalna (ma dhugo$c) i

a 2 2
=[O +'O) + o) ar

Szkic dowodu.
Dhugosé famanej= Y |7, — 7y |= D (x(t) = x(t,) + (0(t) — ¥t ) +(2(t) — 2(t,))° =
k=1 k=1

={ 3 razy tw. Lagrange’a}= Zn: \/[x' (&, )]2 +[y'(n, )]2 +[z'(w, )]2 (t, —t,_;)={przejécie graniczne} =
k=1
teza.

b
Przypadek szczegolny : Jezeli K={(x, f{x) : x€ [a,b] , fe C[la,b] ,tol = Hl +(f (%)) dx

1L Objetos¢ bryly
Niech S(x), a < x < b oznacza pole przekroju bryly V ptaszczyzna prostopadta do osi OX w
punkcie x i niech funkcja S(x) bedzie ciagla na przedziale [a,b].
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b
Wtedy V= .[ S(x)dx

b
W szczegolno$ci dla bryty obrotowej: V = 7 .[ £ (x)dx

Iv. Pole powierzchni bryly obrotowej

Pole powierzchni bryly obrotowej aproksymujemy suma pol powierzchni stozkow Scigtych
zakre$lonych przez tamang wpisang w dang krzywa.

P =2[] () [N1+ (/@) dx

Zastosowania fizyczne calek

V. Droga przebyta w ruchu zmiennym

Niech punkt materialny porusza si¢ po ptaszczyznie lub w przestrzeni ze zmienng predkoscia

3(1) = (v, (0,7, (0),v. (1)) . Oznaczmy v(t) = F(0) [V (1) +v2 (1) +v2(0) -

Droga przebyta przez punkt w przedziale czasowym [f,,#,] wyraza si¢ wzorem

t, t, t) t 1)

L= j v(t)dt a przemieszezenie 7 = [F(0)dt =[[ v, (Odt, [v, (t)dt.[ v. (t)dr]
4 4 4 4 4

VI. Praca wykonana przez zmienna sil¢ dzialajaca wzdluz prostej

Zalozmy, ze rownolegle do osi OX dziata zmienna sita F'(x) = F(x) |.

Praca wykonana przez t¢ site od punktu x=a do punktu x=b wyraza si¢ wzorem
b
W = .[ F(x)dx .

VII. Masa odcinka materialnego

Zat6zmy ze odcinek [a,b] obdarzony jest masg o gestosci liniowej p(x) . Wowczas jego masa wyraza

si¢ wzorem

m= .}f p(x)dx .
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Przyklady
Pole obszaru zadanego w ukfadzie biegunowym r < r(@); @ €[@, ¢, ].
4 Dzielac przedziat [¢,, @, | na n réwnych czescei i
przyblizajac pola otrzymanych kawatkow polami wycinkow
[}
kotowych uzyskujemy wzor P =+ j‘ (o).
r=r(p) 71

»
>

Dtugos$¢ krzywej danej rownaniem biegunowym r = (@) ; @ €[@,, @, | wyliczymy przedstawiajac ta
krzywa w postaci parametrycznej

{X(t) = r(t) C?St ’ ‘e [wl,wz]. St@d WyllCZymy \/[xv(t)]Z +[y'(t)]2 — \/[l"(l‘)]z +[l"(l’)]2 .
y(t) =r(t)sint

Wobec tego [/ = (/jf\/[r'(z‘)]2 +[r(0)]dt

[

Przyklady

1. Oblicz pole powierzchni i obwdd figury ograniczonej krzywa zadang biegunowo (@) =1—sin .
Narysuyj ta krzywg w ukladzie wspotrzednych x, y.

2 2
= 11/2(1 —sing)dp = ﬁj\/(siﬁ% +cos’ £ —2sin%cosL)dp =
0 0

\ET\/(sin%— cos%)zdgo = \/Ez.ﬂ sin —cos? |do = {t =§}=
0 0

2x/§j| sint —cost | dt = 2x/§[j(cost—sint)dt +.[(sint —cost)d]dt =
0 0 ¥

3z 272[(sint + cost) "= 22[(V2 - )+ (V2 +1)] =8

27 4 :
.  —(sinf + cost
P=%J‘(l—sm(p)2af¢:7 o ~(sint =+ cos?)
0

2. Catke Riemanna mozna wykorzysta¢ do obliczania pewnych granic dostrzegajac w pewnych
Vn? 40?212 402 =22 4oty fn? —(n-1)?

n

wyrazeniach sumy calkowe. Aby obliczy¢ lim , przeksztalcimy ja
n—>0

najpierw do postaci
lim Vn? +fn? 12 an—zZ2 teetr[n? —(n=1)? ~lim Vn? ln? 12 er/fzz;z2 ety n? —(n-1)2

n—o n n—o

tim[y1 =7+ 1=+ 1= @) 1= (1 4=

1
n
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n 1
ll_)lg Zw” - (’—;l)2 1= j\/ 1-x"dx = Z (catka przedstawia pole I ¢wiartki kota x* + y* <1).
i=1 0

3. Obliczy¢ dlugosé krzywej zadanej rownaniem biegunowym (@) = @*,  €[0,3].

[}
[ = J‘ \/ [#'(O)] +[r(t)]*dt W rozwazanym przypadku

I—J.w/4t]+[t dt—jt\/l6+tdt—{ 16”} j(u 16)Vudu =

j(u —16u° )du = 2 ~ 94.9

’

,ulamek nieskracalny .

B

L
Funkcja Riemanna f,(x)= é

|’=4n|~= o

0; x=
q

Pokazemy ze Vx, lim f,(x)=0.0znacza to, ze zbidr liczb wymiernych Q jest zbiorem punktow
X—)XO

niecigglosci funkcji Riemanna.

Wezmy dowolny punkt x, 1 dowolne ¢ >0.Wida¢ ze
e istnieje skonczona ilo§¢ liczb naturalnych ¢ takich, ze - ;2E (eL2q)
e w przedziale (x,—1,x,+1)jest skonczona ilo$¢ liczb 5 takich, ze fR(£)=
Rzeczywiscie, dla ustalonego g mamy przeliczalnie wiele liczb postaci 5 , odleglych od siebie
o wielokrotnosci é W kazdym ograniczonym przedziale jest skonczona ilo§¢ tych liczb, a
suma skonczonej ilosci zbioréw skonczonych jest zbiorem skonczonym.
o istnicje & takie ze, W S(x,6)=(x,~3,%))U(Xp, X, +J) nie ma liczb < takich, ze
fR(f) =§ 2 ¢, czyli Ve 36 Vx e S(x,,0) fr(x)<e < Xlgg Sr(x)=0.
Wnhiosek: Funkcja Riemanna jest nieciggla na zbiorze liczb wymiernych Q1 ciagla na zbiorze liczb
niewymiernych R —(. Poniewaz zbidr punktéw nieciaglosci jako przeliczalny ma miar¢ Lebesque'a

rowng 0, to funkcja Riemanna jest catkowalna w sensie Riemanna dowolnym przedziale domknigtym

(wigc ograniczonym).

Dowdd catkowalnosci funkcji Riemanna. Niech [a,b] bedzie dowolnym przedzialem. Zauwazmy, ze

e Vne N istnieje w przedziale [a,b]skonczona ilo$¢ k, liczb wymiernych 5 , takich, ze g < n.

10
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e dla kazdego podziatu & przedzialu [a,b] o Srednicy o jest co najwyzej 2k, podprzedziatow
[x,_,,x;] zawierajacych liczby tej postaci (jedna liczba moze naleze¢ do co najwyzej 2
przedziatow domknigtych- stad 2k, )

e dla pozostalych przedziatow [x,_,x,] mamy M,-m, <>, gdzie M,= sup fr(x),

xelxi 5]

m; = inf ]fR(x).

xe[x;_y,x;
, . 2(b—a) I . . . .
Wezmy dowolne & > 0. Niech n >=—— Dobierajac srednicg podziatu & < 3¢ amy:

S(f>®)=5(f>P) < 2k, 0 + 24 <

n =

+5=£.

oo

Reasumujac Ve 39 . S(f3,9)—s(fz,¥) <& , co oznacza catkowalnos¢ funkcji Riemanna.

b
Oczywiscie _[ fr(x)dx = dlimos( fz:?)=0.
P —>
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