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Calki niewlasciwe

b
Definiujac catke Riemanna I f(x)dx przyjmowali§my dwa fundamentalne zatozenia

e przedzial [a,b] jest ograniczony
o funkcja f :[a,b] > R jest ograniczona
Naruszenie ktoregokolwiek z tych zatozen powoduje, Ze nie mozemy zdefiniowa¢ catki Riemanna.

W tej sytuacji zdefiniujemy tzw. calki niewlasciwe

I. Calki o granicach nieskonczonych
Zatéozmy
e f:la,©)—>R

o V., fe€RaA](stadwynika, ze f jest ograniczona na [a,4]
Y
Def. Catka funkcji f w granicach [a,0) nazywamy granice (skonczong lub nie) /llirn j f(x)dx=
—o©

j f(x)dx . Jezeli powyzsza granica istnieje i jest skonczona, to mowimy, ze j f(x)dx jest

a a

zbiezna. Jezeli granica ta jest nieskonczona lub nie istnieje to j f(x)dx jest rozbiezna.

a

Analogicznie definiujemy j f(x)dx = Alirn j f(x)dx
4

—00

Def. Mowimy, ze j f(x)dx jest zbiezna jezeli istniejg skonczone catki: j f(x)dx 1 j f(x)dx;
+00 ) df a © . ’
wtedy j Fx)dx = j Flx)dx+ j Fx)dx .
Uwaga. Wartos¢ calki nie zalezy od wyboru punktu a.

_{ zbiezna dla a >1

rozbiezna dla a <1

PrzyKlad. [ 4
1
Zbieznos¢ calki funkcji nieujemnej

o f:la,©)=>R, 20
o V,..feR[a A]

A
F(A4) = jf(x)dx - funkcja niemalejgca (bo f>0)

Wobec tego zawsze istnieje granica }lim F(A) (skonczona lub nie). Granica ta jest skoficzona wtedy i
—on

tylko wtedy, gdy funkcja F'(A4) jest ograniczona. Mamy wobec tego
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Tw. (WKW zbieznoSci)
© A
Jezeli £>0, to j £(x)dx - jest zbiezna < 3,V . j f)dx <M

To ogodlne kryterium pozwala wyprowadzi¢ dwa kryteria por6wnawcze.

Tw. (I kryterium poréwnawcze)

Niech V . 0< f(x) < g(x). Wowezas:
. '[ g(x)dx - zbiezna = '[ f(x)dx - zbiezna,
. '[ f(x)dx - rozbiezna = '[ g(x)dx - rozbiezna.

A

>

o
a
Uwaga. W powyzszym kryterium wystarczy ze nierownosci 0 < f(x) < g(x) sa prawdziwe

poczawszy od pewnego 4>a czyli dla x>4>a.

Tw.  (II kryterium poréwnawcze -asymptotyczne)

NAC))

Zalézmy, ze istnieje lim(—) = K (skonczona lub nie). Wowczas:
X—>00 g x
. K=0; '[ g(x)dx - zbiezna = '[ f(x)dx - zbiezna,

e« K=o0; '[ g(x)dx - rozbiezna = '[ f(x)dx - rozbiezna,

o 0<K<ow; '[ f(x)dx 1 '[ g(x)dx sa obie zbiezne albo obie rozbiezne.

Dowod Niech0 < K < o0. Z definicji granicy limfg—x; = K wynika, ze
VIV x2M=[L2-K[<e, czyli K—e<L2<K+¢. Wezmy dowolne & >0 takie, ze
& M x

K—-&>0. Staddla x> M mamy 0<(K-¢&)g(x) < f(x)<(K +¢)g(x).Z1kryterium
poréwnawczego otrzymujemy teze. Pozostale przypadki dowodzi si¢ podobnie. Jesli K =0, to
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0< f(x) <& g(x)ize zbieznosci calki '[ g(x)dx wynika zbiezno$¢ .[ f(x)dx. Jesli lim / (x;
s g X—>0 g X

czyli ‘g’ AE|4 Y x>2M = ({;Ex; > C wigc dla x > M mamy 0< Cg(x) < f(x)izrozbiezno$ci calki

'[ g(x)dx wynika rozbiezno$¢ .[ f(x)dx.

x
0 e

Przyklad. Catka .[ dx jest rozbiezna, bo lim ~“=" = lim <
5

=11 .[ dx jest rozbiezna.
X—>00 ; X—>00 e’ - p
Zbieznos¢ calki funkcji dowolnego znaku

Rezygnujemy z zalozenia f >0. Zagadnienie istnienia catki '[ f(x)dx sprowadza si¢ zgodnie z

4
definicja do zagadnienia istnienia skonczonej granicy funkcji F(A) = .[ f(x)dx, gdy A—oo.

Istnienie skonczonej granicy funkcji sprowadza si¢ do istnienia skonczonej granicy ciggu wartosci
funkcji dla kazdego rozbieznego do +co ciggu argumentow. Z kolei istnienie granicy ciggu liczbowego
jest rownowazne spetnieniu przez ten cigg warunku Cauchy'ego. Wobec tego mamy wigc nastepujace

Tw.  Kryterium zbiezno$ci:

[ £ (o - st zbiezma < Vo3, ¥ 4 o <g

[ F(x)dx

¥

AN/ iy

‘ M A &

jzf(x)dx

Z nieroéwnosci

< j | f (x)|dx 1 powyzszego kryterium stwierdzamy, ze jezeli catka
j | f (x)|dx - jest zbiezna , to catka j f(x)dx - jest zbiezna ale nie na odwrot!

Jezeli j | f (x)|dx - jest zbiezna, to j f(x)dx nazywamy bezwzglednie zbiezng.
Tw. j f(x)dx - jest bezwzglednie zbiezna = j f(x)dx - jest zbiezna.

Jezeli j f(x)dx - jest zbiezna, a j | f (x)|dx - rozbiezna, to j f(x)dx nazywamy warunkowo zbiezna.

Przyklad. J SIUY - jest zbiezna (do 7 ) natomiast nie jest bezwzglednie zbiezna.
X
0
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IT Calka niewlasciwa funkcji nieograniczonej

Niech
o f:la,bp]>R, O0<a<b<w

® vce[a,b) fe 91[61,6']

® V. .p J jestnieograniczona na [c,b], czyli b jest jedynym punktem osobliwym.
Np.: A7
1 |
x €[0;1) |
S)=941-x7 1 |
0 x=1 |
|
+ -
“ : -

Uwaga: Warto$¢ funkcji w punkcie osobliwym jest nieistotna, tzn. nie ma wptywu na ewentualng
warto$¢ catki, bo zmiana warto$ci funkcji podcatkowej w skonczonej ilosci punktow nie wptywa na
wartos$¢ calej catki.

Def. Jezeli istnieje granica (skonczona lub nie) lim j f(x)dx to te¢ granice nazywamy calkg
c—>b”

b
niewlasciwa funkcji f na [a,b] i oznaczamy j f(x)dx . Jezeli powyzsza granica jest skonczona

a
b

to moéwimy, ze catka j f(x)dx jest zbiezna. Jezeli granica ta jest niewlasciwa lub nie istnieje to
a

catk¢ nazywamy rozbiezng.

b b
Podobnie definiujemy catke j f(x)dx, gdy jedynym punktem osobliwym jest a j f(x)dx=
b
lim j f(x)dx

Def. Jezeli a i b sa jedynymi osobliwymi punktami to wybieramy dowolny punkt c € (a,b) i
b c b
przyjmujemy, ze z definicji j f(x)dx = j f(x)dx + j f(x)dx, o ile obie catki po prawej stronie
istniejg 1 s skonczone.

A Y

a C b

Uwaga: Wynik nie zalezy od wyboru punktu c.
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Jezeli [a,b] zawiera n+1 punktow osobliwych a=x, <x, <..<x, =b, to moéwimy, ze funkcja f
jest calkowalna na [a,b] jezeli istnieja skonczone catki j f(x)dx, k=12,.,n. Wowczas

X1

jf(x)dx z jf(x)dx

k=l x, ,

ittt B

i zbiezna dla a <1
Przyklad. |4 =

X%
0

rozbiezna dla a>1
Podobnie jak w przypadku catki j f(x)dx mozna sformutowac kryteria zbieznosci dla catki j f(x)dx,
gdy b jest jedynym punktem osobhwym funkcji f.
Zbieznos¢ calki z funkcji nieujemnej

Jezeli funkcja f jest nieujemna, to F(c)= j f(x)dx jest niemalejaca funkcja, wigc skonczona
granica }Lnb} F(c) istnieje, gdy F'(c) jest ograniczona.
Tw.  Kryterium zbieznosci

Jezeli f>0,to j f(x)dx - jest zbiezna < 3,V _ <a,b)ji f(x)dx < M (ograniczona).
Otrzymujemy stad dwa kryteria porownawcze: '

Tw. (I kryterium poréwnawcze)
Niech 0 < f(x) < g(x), x e<a,b). Wowczas:

b b
j g(x)dx - zbiezna = j f(x)dx - zbiezna,

b b
j f(x)dx - rozbiezna = j g(x)dx - rozbiezna.
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AT

g i
1
1
[
f. I
1
1
! :

a b >

P(g)> P(f)[pole]
Tw.  (II kryterium poréwnawcze - asymptotyczne)
Zatdzmy, ze istnieje lim Jx) = K (skonczona lub nie). Wowczas:
x=b g(x)

b b
e K=0; j g(x)dx - zbiezna = j f(x)dx - zbiezna,
’ b ’ b
e K=o, j g(x)dx - rozbiezna = j f(x)dx - rozbiezna,

b b
o 0<K<ow; j g(x)dx i j f(x)dx sa obie zbiezne albo obie rozbiezne.

Zbieznos¢ calki z funkcji dowolnego znaku

o0 b
Podobnie jak w przypadku catki j f(x)dx dla catki j f(x)dx funkcji ktérej jedynym punktem
osobliwym jest punkt » mamy nastepujace
Tw.  Kryterium zbiezno$ci:

b
[ f(x)dx- jest zbiezna < V3,V s 4o <sg

[ f(x)dx

b b
Def.  Catke j f(x)dx nazywamy bezwzglednie zbiezng gdy j | f (x)|dx - zbiezna
a , i a
i warunkowo zbiezng gdy j f(x)dx - zbiezna, ale j | f (x)|dx - rozbiezna.

b b
Tw. I f(x)dx - jest bezwzglednie zbiezna = I f(x)dx - jest zbiezna.

Uwagi o innych calkach. (wartos¢ gldéwna w sensie Cauchy’ego)

() | £00d = fim | fands
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M +00
I Jim j F(x)dx - istnieje 7 j F(x)dx - istnieje
M —o0
j f(x)dx - istnieje = (Vp) j f(x)dx - istnieje

b c—¢ b
2. ¢ €(a,b) jest jedynym punktem osobliwym  (vp) .[ f(x)dx = hrgl { .[ f(x)dx+ .[ f(x)dx}

ct+e

(Vp).[ f(x)dx - istnieje 7 j f(x)dx - istnieje

b b
j f(x)dx - istnieje = (Vp).[ f(x)dx -istnieje

FunkcjaI' Eulera jestdla x > 0 definiowana wzorem

e I'(x)= It“ef’dt.
0

0 1 )
Rozbijajac catke niewlasciwa na sume catek .[ e dt = .[tHe*’ dt + .[tHe*’ dt mozna pokazaé, ze
0 0 1
catka niewlasciwa wystgpujaca w definicji funkcji I jest zbiezna. Rzeczywiscie dla ¢ € (0,1] i

1
Dot et [ 1 . .
dowolnego x >0 mamy0 < 'e” <7 i .[t 'dt = — < oo , natomiast dla ¢ €[1,00) i dowolnego
X
0

[x] [x]
L . w1 o 1 t x]+2)! .
x > 0 prawdziwe jest oszacowanie 0<t" e <—< (Ix]+2) i

T a2 T 2

(x]+2)! t

j %;Lz)!dt = ([x]+2)!, wiec calka j t*'e”'dt jest zbiezna.
1 1
Z definicji widac , ze
e I'(H)=1
Calkujac przez czesci tatwo pokazaé , ze
o I'(x+1)=xI(x)
Rzeczywiscie

DO x _—t f(t) = tX g'(t) = 67[ x —t|® K x-1 _—t
1 = = frg— — .
I'(x+1 .([t e 'dt {f'(t) _ ! g()= —e’} re’| + x.([t e 'dt =xI'(x)

Stad '(n+1) =n!
Ponadto wykorzystujac catke podwodjna pokazemy, ze

e IH)=+z
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