Automatyka i Robotyka —Analiza — Wyktad 8 — dr Adam Cmiel — cmiel@agh.edu.pl

SZEREGI

Niech (a,) bedzie ciagiem rzeczywistym lub zespolonym (a:ne N —a(n)=a, € Rlub C)

Tworzymy ciag ( S, ) ,,sum czgsciowych” ciggu (a,) zdefiniowany wzorem S, = z a,

k=1

Def. Cigg sum czg$ciowych (S,) nazywamy szeregiem generowanym przez ciag (a,) 1 oznaczamy

00

a

"
n=1

Jezeli ciag sum czg¢Sciowych (S,) jest zbiezny, to jego granicg S =1lim S, oznaczamy rowniez

n—>00
symbolem Zan 1 nazywamy sumg szeregu.
n=1
Wida¢ Ze pojecie szeregu mozna rozszerzy¢ zastgpujac liczby obiektami, ktore umiemy dodawac i
mnozy¢ przez skalary. Rozwaza¢ bedziemy wigc ciagi (a,) o wartoSciach w przestrzeni wektorowej X.
Aby w przestrzeni wektorowej wprowadzi¢ pojgcie granicy ciggu wygodnie jest uzy¢ normy, ktora
jest abstrakcyjnym uogdlnieniem pojecia dlugosci wektora.

Niech X' bedzie przestrzen liniowa (wektorowa) nad ciatem K (K = R)
Def. Norma w przestrzeni liniowej nad ciatem K (C lub R) nazywamy rzeczywista funkcje
|| || xeX —>||x|| >0, przy czym:

N
P VaYaor lex|=lllo
3° vx,ye)( | X+ y” < ||X|| + ||y||

Parg (X,
Np. X =Cy, ) - zbior wszystkich funkcji rzeczywistych ciaglych na [a,b]

||) nazywamy przestrzenig unormowang.

|| f || = sup | f (x)| = n<13<>§)| f (x)| - norma supremum (sup=max bo fjest cg. na przedziale [a,b])
a<x<b asxs

71

‘; —>

a ]

Rozwazmy ciag (a,) w przestrzeni unormowanej (X,

-||)a:neN—>a(n)=aneX)

Tworzymy ciag ( S, ) ,,sum czgsciowych” ciggu (a,) zdefiniowany wzorem S, = z a,
k=1

Def. Cigg sum czg$ciowych (S,) nazywamy szeregiem generowanym przez ciag (a,) 1 oznaczamy
Sa,.
n=l1
Jezeli ciag sum czg$ciowych (S,) jest zbiezny, to jego granice lim S, oznaczamy réwniez symbolem
n—>0

00
Za” 1 nazywamy sumg szeregu.

n=1
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Tw.(warunek konieczny zbieznoS$ci szeregu)

Za jest zbiezny = hma

n=l1
Dow. a, =S, -S,
lim S, =s = lim S, , =s)= lima, = lim S, —lim S, , =s -5 =0

—>0 n—>0 n—>00 n—0 n—0

Z wlasnosci granic i definicji szeregu mamy
Tw. Jezeli szereg Za” jest zbiezny i an jest zbiezny, to zbiezne sa szeregi: Z(an +bn) i
n=1 n=l1 n=1

(a, +b, oraZZa +b,) Za i

n=1 n=1

Ms

]
—_

n

Tw. Jezeli szereg Zan jest zbiezny, to V,_, (K - cialo skalaréw) zbiezny jest szereg z/?an oraz

n=1 n=l1

Aa, = li a,.
n=1

M

]
—_

n

Jezeli przestrzen unormowana jest zupelna, czyli jest przestrzenia Banacha, to zbiezno$¢ jest
rownowazna spetieniu warunku Cauchy’ego.

Tw. Szereg z a, elementow przestrzeni Banacha X jest zbiezny <
n=l1

v EIN vm,n

S, -8

<¢

>0 2l =1a

Szeregi liczbowe o0 wyrazach nieujemnych

Jezeli Vn a,20 s3 nieujemnymi liczbami rzeczywistymi, to ciag sum czg¢Sciowych (S,) jest

niemalejacy, a wobec tego jest zbiezny < jest ograniczony.
Tw: (I kryterium porownawcze)

O<a,<b, 1 an —zbiezny = Zan — zbiezny

s annO
n=1 n=l1
* V., 0<a,<b, i Zan —rozbiezny = an — rozbiezny
n=l1 n=l1
ny—1 ny—1 ny—1
Dowod. (czgs¢ 1) Vn S, Zak Zak + Zak Zak + Zbk Zak + Zb <o, czyli S,
k=1 k=1 k=n, k=n, k=n,

jest ograniczony, wiec (jako monotoniczny) zbiezny.
Tw. (I kryterium porownawcze) Jezeli istnieje limz—” =K (0£K<m),to
e K=0,) b, —zbiezny = ) a, —zbieiny

n=1 n=1

e K=o, )b, —rozbiezny = ) a, —rozbiezny

n=1 n=1

e (0< K <o = oba szeregi Z a, i Zb” sg jednoczes$nie zbiezne albo rozbiezne.

n=1 n=1
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Dowéd. Dla K=0 Vedng Vs, a,<(K+¢)b, ,
dla K=o Vedn, Vs, 0<(K—-¢),<a,,
dla 0<K<o  Vedn, V., 0<(K-¢)b,<a,<(K+¢)b,

Stad z I kryterium poréwnawczego otrzymujemy tezg.

Tw. (kryterium catkowe) Jezeli funkcja f jest dodatnia i malejaca w [1,00) oraz a, = f(n), to
Zan jest zbiezny <> .[f(x)dx jest zbiezna i (z a,—a, < .[f(x)dx < Zan)
n=1 1 n=1 1 n=1

Dowdd. Rysunek = §, —a, < .[f(x)dx <S.,
1

Jezeli .[ f(x)dx jest zbiezna , to ciag sum czg¢Sciowych S, < a, + _[ f(x)dx <o jest ograniczony wigc
1 1
(jako monotoniczny) jest zbiezny.

Jezeli szereg Za” jest zbiezny, to Vn _[ f(x)dx < S, < Zan czyli catka (z funkcji nieujemnej ) jest
n=1 1 n=1

ograniczona wiec zbiezna.

Jako wniosek Przechodzac do granicy z n w nierdéwnosci S, —a, < _[ f(x)dx < S, mamy
1

S—a, < [f()dx< S, czyli 0<Y a,— [ f(x)dx < q,
1 n=1 1

.. 2 . biezny dla o >1
Whiosek. Szereg Dirichleta ZL jest “ 1e'zr‘1y 2 ,
‘o n” rozbiezny dla o <1

Tdx . zbiezna dla o > 1
bo catka I— jest o .
L x? rozbiezna dla o <1

1. . .1 . . .
Szereg Z— jest (bardzo wolno) rozbiezny ale lim —=0! (wobec tego warunek konieczny zbieznosci
n=1 n n—>0 n

szeregu nie jest wiec warunkiem wystarczajacym zbieznos$ci szeregu).

. e a
S ] N zbiezny, gdy |q|<1 do Zaq =
zereg geometryczny o ilorazie g: z aq — 1-

n=l1

rozbiezny, gdy |q| >1

Z poroéwnania danego szeregu do szeregu geometrycznego otrzymujemy dwa kryteria

an+1

Tw. (kryterium d’Alamberta) Jezeli istnieje lim

n—»0 a
n

=g,to

a) g<l= Za” jest zbiezny

n=l1

b)g>1=> Za” jest rozbiezny
n=1

¢) g = 1= kryterium nie rozstrzyga.
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Dowod czgéci (a). g <1, czyli mozna dobra¢ dowolnie mate ¢, tak aby g+ ¢ <1

a V.. a,,<ga
vgan v”>” n+l < g+€ — gl < 1 = nzng n+% gl n ‘
T a Stad kolejno otrzymujemy

n
an0+l < glano

2
an0+2 < glan0+l < gl ano

k
an0+k < g 1 ano
Od pewnego n, szacujemy wyrazy ciggu a, wyrazami zbieznego ciggu geometrycznego i
stosujemy I kryterium porownawcze . Stad teza. Podobnie dowodzimy punkt b.

= 7l
Przyklad Zbada¢ zbieznos¢ szereguZ—” ¢

n=1

|
"o

nl’l
a,, (@m+Dhn" (m+hn" n" 1 _)l<1 wiee
a, m+D"™"'n @+ (n+1)" (1+%)” e

Dla rozwazanego szeregu o wyrazach nieujemnych mamy a, =

Z kryterium d’Alamberta

o0
szereg E — - jest zbiezny. Z warunku koniecznego zbiezno$ci otrzymujemy, ze lim = 0.
n—»0
n=1 n

Tw. (kryterium Cauchy’ego) Jezeli istnieje lim%/a, =g, to

a) g<l= Za” jest zbiezny

n=l1

b)g>1=> Zan jest rozbiezny
n=1

¢) g =1 kryterium nie rozstrzyga.
Dowdd podobny do powyzszego. limgla, =g<l = #/a, <g+e=g, <l=a, <g/ dlan>n itd.

Szeregi naprzemienne

Z:(—l)"+1 a, gdzie a, >0 nazywamy szeregiem naprzemiennym.

n=l1

a, >a,>..>0

Tw.(Leibniza) Jezeli ciag (a,) monotonicznie maleje do zera to szereg naprzemienny Z:(—l)"+1 a,
n=l1
jest zbiezny do sumy zawartej w (a, —a,,a, ).
Dow. S, =a, —a, +a, —a,..+(-1)""a,
S,, =(a, —ay)+(ay —a,)+...+(a,, , —a,,) rosnacy podciag o numerach parzystych
Sy =a, —(a, —ay)—(a, —as)—...—(a,, —a,,,,) malejacy podciag o numerach nieparzystych

a,—a,<8,, <8, +ay,, =55, <q
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Ciagi sum czesciowych S,, 1 §,,,, sa wigc monotoniczne i ograniczone, czyli zbiezne i to do tej

samej granicy, gdyz lim(S,,,, —S,,)=1lima,,,, =0
n—0 n—»0

Whiosek. Szereg anharmoniczny: Z:(—l)”+ll jest zbiezny do g € (3,1)

n=1 n

Szeregi liczbowe o0 wyrazach dowolnych

Def. Szereg Za” nazywamy bezwzglednie zbieznym jezeli zbiezny jest z

n=1 n=1

al’l

Tw. Jezeli szereg Za” jest bezwzglednie zbiezny, to jest zbiezny (ale <+ ).

n=1

Dow. z zupemosci R wynika, ze wystarczy spelnienie warunku Cauchy’ego dla ciagu S, =Zak :
k=1

Dla m>n>n, mamy |Sm -S +...|am|<8, czyli jest spemiony

Aoy + ot | <

a

n n+l

warunek Cauchy’ego dla S, , gdyz jest spelniony warunek Cauchy’ego dla zbieznego z

n=1

al’l

Def. Szereg zbiezny, ale nie bezwzglednie zbiezny nazywamy szeregiem warunkowo zbieznym

Przyklad. Szereg anharmoniczny jest warunkowo zbiezny.

Uogolnienie na przypadek szeregu o wartosciach w przestrzeni unormowanej (X,

b

Def. Szereg z a, nazywamy bezwzglednie zbieznym jezeli zbiezny jest szereg normz a,

00
n=l1 n=1

Tw. W przestrzeniach Banacha (istotna jest zupeino$c), jezeli szereg Za” jest bezwzglednie
n=l1

zbiezny, to jest zbiezny. (dowdd jak powyzej)

Zmiana porzadku wyrazéw w szeregu

Szeregi Za” i Zavn roznig si¢ tylko porzadkiem wyrazow jezeli w ciagu v,,v,,...,V,,... kazda
n=l1 n=l1

liczba naturalna wystgpuje doktadnie jeden raz, tzn v : N — N bijekcja.

Tw. Jezeli szereg Za” jest bezwzglednie zbiezny, to nie zmienia swej sumy, przy dowolnej zmianie
n=l1

porzadku wyrazow (takze w przestrzeni unormowanej).

Tw. (Riemanna) W szeregu warunkowo zbieznym mozna zmieni¢ porzadek wyrazow tak, aby nowy
szereg byt zbiezny do dowolnie wcze$niej zadanej sumy lub by nowy szereg byl rozbiezny.
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Iloczyn Cauchy’ego szeregow (splot)

00 00
Za” i Zb” - dane szeregi liczbowe.

n=0 n=0
Def. Szereg ZC” , gdzie ¢, = Zakbn,k nazywamy iloczynem Cauchy’ego szeregow.
n=0 k=0

Uwaga. Wyrazy c, = Z a,b, . uzyskuje si¢ tak jak wspotczynniki iloczynu wielomianow
k=0

(a, +a,x+a,x* +..)(b, +bx+b,x*>+..)=a,b, +(a,b, +ab,)x+(a,b, +ab, +a,b)x*+...
0 1 2 0 1 2 0~0 0~1 170 0~2 1~1 270

Tw. Jezeli szereg Zan jest bezwzglednie zbiezny do A oraz an jest zbiezny do B, to iloczyn
n=0 n=0

Cauchy'ego ZCH (gdziec, = Zakbn,k ) jest zbiezny do 4- B.
k=0

n=0

Uwaga. Iloczyn Cauchy’ego szeregdéw mozna zdefiniowa¢ w ogolniejszym przypadku. Aby to zrobi¢

trzeba mie¢ taka strukture w ktorej umiemy mnozy¢ elementy np. algebra Banacha

Ciagi i szeregi funkcyjne
Rozwaza¢ bedziemy funkcje zespolone zmiennej zespolonej
Rozwazmy funkcje f, :C D E — C n=12,.. (wszczegolnosci f, :RDOE—>R)
Jezeli V __,. ciag (liczb zespolonych) f, (x) jest zbiezny, to mozemy okre$li¢ tzw. punktowa granice

ciagu funkcyjnego f(x) =1lim f, (x):
Def Ciag (f,) jest punktowo zbiezny do fna zbiorze E co zapisujemy f, ——> [ gdy

verv.sZOEInoanno fn (.X') - f(x)| <é.
Np.: f,(x)=x" E=[0,]]
A £ () A F(x)
Iir=——— == 1 *
! Granicznie:
- - - I
| |
- - |
B - |
1 1 } }
1 1

Zazwyczaj w przejSciach granicznych nie zachowuja si¢ wlasnosci funkcji  f, (ciaglose,
rozniczkowalnosc¢, itp.) gdyz zbiezno$¢ punktowa jest za staba. Zdefiniujemy wigc mocniejsza

zbiezno$¢ jednostajng
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Def. Ciag (f,) jest jednostajnie zbiezny do fna zbiorze E co zapisujemy f, — F 2 f, gdy
v EInov ver fn(X)_f(X)|S€.
Rownowaznie f, — ¥ gf<:>V 30V uzn, SUP

xek

e>0"n,

>0 nxn,

L) f()<e.

Uwaga. Zbior funkcji X ={f:C > E — C, f —ograniczona} ograniczonych na zbiorze E jest
przestrzenig metryczng z metryka Czebyszewa p(f,g)=sup| f(x)—g(x)|. Jest on takze

xekE

przestrzenig unormowang z norma || f || =sup| f(x)].
xeE

Zbiezno$¢ jednostajna ciggu funkcji ograniczonych jest wigc zbieznoscig w sensie metryki
(normy) Czebyszewa. Pojawia si¢ naturalne pytanie. Czy zbiezno$¢ punktowa ciggu
funkcyjnego jest rownowazna zbieznosci wedlug odpowiednio dobranej metryki (lub normy).
Odpowiedz jest negatywna. Nie istnieje zadna metryka w przestrzeni X realizujgca zbieznos¢
punktowa.

Uzupetnienie - Przestrzen metryczna

Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Funkcje p(-,): X x X —[0,00) spehniajaca
nastepujace warunki:

L Ve P20 10 px,y)=0x=y

2. Vioex POY)=p(r,X)

3. Vo,.cx Px2)<p(x,y)+p(y,z) (warunek trojkata)

nazywamy metryka w zbiorze X a pare (X, p) nazywamy przestrzenig metryczng

v, f,= 7 f=>f—f

Poniewaz szereg to cigg sum czeSciowych, mozna moéwi¢ o jednostajnej zbieznosci ciagu i szeregu
funkcyjnego.

Tw. (Kryterium Cauchy’ego zbieznosci jednostajnej ciggu funkcyjnego)
fn F f<:> V.9>03noVm,nZnover fn(x)_fm (x)‘ S &.

Tw. (Weierstrassa) Jezeli V,V | £ (x)| <a, oraz Y a, - zbiezny, to szereg z f.(x) jest
n=1

n=1

jednostajnie zbiezny na E.

Dowod. Wykazemy, ze dla ciggu sum czg§ciowych S, (x) = Z /i (x) spetniony jest warunek z

k=1
kryterium Cauchy’ego . Dla m >n >n, mamy VxeFE

8, () = 8, (0 = | £y () et £y ()| S| ()

(bo szereg liczbowyz a, jest zbiezny, czyli spetia tez warunek Cauchy’ego).

n=1

I (x)| <a,,+..+a,<¢,
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SZEREGI POTEGOWE
(c,) —ciag liczb zespolonych

z ¢, (z—z,)" - szereg potegowy,

n=0

gdzie (¢, )- ciag wspotczynnikow szeregu, z, €C - $rodek, ,,centrum” (ustalone), z €C - zmienna.

Dla dowolnego ustalonego z €C szereg potgegowy moze by¢ zbiezny albo rozbiezny. Jezeli szereg

z ¢,(z—z,)" jest zbiezny w pewnym punkcie weC, to jest on zbiezny w kazdym kole domknigtym
n=0

o0
|z—z, |<r, gdzie r<|w-z¢|. Rzeczywiscie ze zbieznosci szeregu Zc” (w—2z,)"1 z WK zbieznosci
n=0

szeregu mamy limc,(w—z,)" =0, astad |c,(w—z,)" [£K . Wobec tego dla z €C spetniajacych
warunek 0<| z — z, |[< r, gdzie r<|w-z| dostajemy

|z—z, |

lc,(z—2z,)" |=]c,(W=2z,)" | ( j < Kq" , gdzie 0<g<1. Stad teza

| w—2z, |
Podobnie jesli szereg jest rozbiezny w pewnym punkcie w , to jest rozbiezny dla z € C spetniajacych
warunek |z -z, [2r, gdzie r<|w-z|.

Wobec tego, z kazdym szeregiem potggowym zwigzane jest tzw. koto zbieznosci. Jezeli z eC lezy
we wnetrzu kola zbieznosci, to szereg jest zbiezny. Jezeli na zewnatrz — to rozbiezny, zas jezeli z lezy

na okregu kota, to badanie zbieznosci wymaga stosowania specjalnych metod.

Tw: (O promieniu zbieznosci R szeregu potegowego ) Jezeli istnieje granica

. e
o = lim—L (@ Alambert)
n—0 cn
lub
a =limz| c”| (Cauchy) ,
n—0
1
— O<a<ow
a
t0 R=1w a=0
0 o=

Dow. (fragment) z € C — dowolnie ustalone, badamy bezwzgledna zbieznos¢ z c,(z—zy)".

n=0
o0
. n . . . .
Dla ustalonego z eC szereg liczbowy z c,|(z—z, )‘ jest szeregiem o wyrazach nieujemnych.
n=0
n+l
. . e, |z -2z, ) |
Z kryterium d’Alamberta g = lim—= — =lim Tz -z | =]z -z,
n—»0 C Z _ Z n—>0 C
n 0 n

wiec gdy a‘z - ZO‘ <1 szereg jest zbiezny. Wobec tego dla z €C spetniajacych warunek
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1
‘Z - ZO‘ < o (a # 0 A a # ) — szereg jest zbiezny czyli jest takze zbiezny w kole |Z - ZO| <Ro

1
promieniu R = —. (Podobnie dla a=0va=w).
o

Z kryterium Weierstrassa wynika ponadto, ze szereg potegowy jest jednostajnie zbiezny, w
kazdym kole domknigtym zawartym w kole zbieznosci (bez brzegu!)

o0 n+l
Przyklad. Zbada¢ obszar zbiezno$ci z 4
n=1 1

A TIm
a=lim4 —hm :1— é:>R=i z
n—w n—»w 4 3

jezeli z lezy na okregu <> z= (COS @ +ising)=%e”

4
o gt o T Fez
. ) n 1n¢
1 wowcCzas = e
n=1’14 n=1 1

Tw.  Kryterium Dirichleta. Jezeli

e ciag (a,) jest ciggiem monotonicznie malejacym do zera

o V. V. _I1S,(2)]|=] ka (2) |€ M (czyli ciag sum czgSciowych ka (z) jest ograniczony)

k=0 k=0

to szereg z a, f,(z) jestjednostajnie zbiezny w zbiorze E
n=0
Jezeli w powyzszym kryterium ustalimy z €C, to otrzymamy jeszcze jedno kryterium zbieznosci

szeregu liczbowego (Zan L, > gdzie b, = £, (2)).

n=0
Ciag dalszy przyktadu
3 ik _ A : ip1—e™
p#0 »LO S, —Ze Z(e ) =...Clag geometryczny... = e ——
k=1 —-e

2 . .
S, |S——7=V .0 »stad dla @ # 0 szereg jest zbiezny.

‘1 - e"/"
Dla ¢ =0 dostajemy szereg harmoniczny (rozbiezny)
W przypadku rzeczywistym kolem zbieznos$ci jest przedzial na osi, a jego brzegiem konce przedziatu.

n

Zbieznos¢ jednostajna a cigglos¢

Tw. Jezeli
e f :E— R jestciagiem funkeji ciagtych na E
e fiTES

to f jest ciggla na E
Dow. Pokazemy ciaglo$¢ granicznej funkcji f w dowolnym punkcie x, € E.
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| f) = () L) = £, ) [+] f,(0) = £, () [+ f,(x0) = f(xp) [ 5+ 5+ 5 =€,
gdy |x—x0|éé'.

Nierownosci | f(x)— f,(x)[<£ 1] f,(x,)— f(x,)|<% sakonsekwencjami jednostajnej zbieznosci
ciggu(f,)do f & V.03, ¥, Vo], (0) = £ (x) £, a nierownosé |f, (x)— £, (x,) [ % wynika
z cigglosci funkcji f, w punkcie xo Vo35V ek |x - x0| <o=> |f(x) - f(x0)| <<,

Whioski: lim[lim f (x)]= lim f(x) = f(x,)=lim f, (x,) = lim[lim £, (x)]
(zmiana kolejno$ci granic)
Tw.  (wariant dla szeregu) Jezeli
e f :E— R jestciagiem funkeji ciagtych na E

e Szereg z £, (x) — zbiezny jednostajnie na E

n=l1

to suma szeregu z £, (x) jest funkcja ciagla na E

n=l1

Whiosek: lim
X—>X,

0

(iﬁ, (x)}i tim /,(9=3 7, x)

n=l1

Jezeli szereg funkcji cigglych jest jednostajnie zbiezny, to mozna przej$¢ do granicy wyraz po
wyrazie.

Zbieznos¢ jednostajna a calkowanie

Tw:  (zbieznos¢ jednostajna a catkowanie) Jezeli
o V [ eXRla,b](catkowalna w sensie Riemanna)

e fTFf,gdzie E=[a,b]

to f € 9a,b]i [ f(x)dx= lim [ £, ()

Tw.  (wariant dla szeregu)
o V,  f eXRla,b]

e Szereg z £, (x) — jednostajnie zbiezny

n=l1

to i f,(x) e la,b] i | [i £ (x)jdx = i [ £, ()

n=l 4

Szereg jednostajnie zbiezny funkcji calkowalnych w sensie Riemanna mozna calkowaé¢ wyraz po
wyrazie.

Zbieznos¢ jednostajna a rozniczkowalnos¢

Uwaga: Ciag f, (x)=1sin(nx)funkcji rozniczkowalnych na R jest jednostajnie zbiezny do
f(x)=0, a ciag pochodnych £, (x) = cos(nx) nie jest nawet punktowo zbiezny (np. rozbiezny dla
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Tw. Jezeli

e V. f :la,b] > R roézniczkowalna na [a,b]

e ciag liczbowy f, (x,) jest zbiezny dla pewnego x, €[a,b]

e f! jest jednostajnie zbiezny na [a,b]
to ciag funkcyjny f, jest jednostajnie zbiezny na [a,b] do pewnej rozniczkowalnej funkcji
, T2 f)i Yo lim f10)= ()

Tw:  (wariant dla szeregu) Jezeli
e V, f, rozniczkowalne na [a,b]

e Szereg z £, (x,) —zbiezny dla pewnego x, €[a,b]

n=l1

. z [.l(x) jednostajnie zbiezny na [a,b]
n=1

to szeregz £, (x) jest jednostajnie zbiezny na [a,b] i (z £, (x)J = z f1(x)
n=1

n=l1 n=l1

Zastosowanie do szeregow potegowych.

Def. Jezeli f ma przedstawienie w postaci f(z) = ZCn (z-2z,))", ¢,,z,z, € C, to f nazywamy
n=0

funkcja analityczna.

Poniewaz nie wprowadzono pojecia pochodnej funkcji f:C — C, ani catki takiej funkcji,
ograniczmy si¢ do funkcji zmiennej rzeczywiste;.

f(x)= ZC,,(X—xO)” , C, X, X, ER
n=0

00
Zatézmy, ze szereg z c,(x—x,)" jest zbiezny w przedziale | x — x, |< R . Wowczas
n=0

e szereg ten jest jednostajnie zbiezny w kazdym przedziale postaci [x, — R+ &,x, + R — &].

e suma szeregu f(x)= ZC” (x—x,)" jest ciagla i rézniczkowalna na (x, —R,x, + R), oraz
n=0

o0 o0
f'(x) :z f) :ch” (x—x,)"" (szereg po zréinmiczkowaniu ma taki sam promien
n=0 n=0

zbieznosci jak szereg wyjsciowy)

P = in(n—l)-...-(n—k+l)cn(x—x0)”7k =Zn(n—1)-...‘(n—k+1)c,,(x—x0)”’k

n=k
(k)
f(k)(xo) — k!ck c, z%

o £(n)
Stad flx)= Zf—(‘xo) (x—x,)" jest sumag swojego szeregu Taylora
n=0 n.

00

. I f(dt= Z%(x —x,)""" szereg potegowy mozna catkowaé wyraz po wyrazie

n=0

11
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Przyklad. Znalez¢ promien zbiezno$ci i sum¢ wewnatrz przedziatu zbieznos$ci
00 n
1

X
_ =, :0
2w T 3)4" =0

a=lim%a, =lim j|—— =l:>R=l=4
n—o n—o (n+3)4”’ 4 a

dla x =4 otrzymujemy szereg 273) - rozbiezny (harmoniczny)
n=0

dla x =—4 otrzymujemy szereg z(_)?)) - zbiezny (anharmoniczny)
n=0 (1 +

rozhiezny " X rhieiny ] / rnzhieﬁljr

J‘\-4 0 4J\
Promien zbiezno$ci nie zmienia si¢ po catkowaniu i rézniczkowaniu szeregu potegowego

o sw-3 3)4,," Jx

0

Przedziat zbieznosci [4,4)

d d
SO =2 e +3)4" dx
[ & 1 = (x\"  4x? ¢
S(x)x*| = 2=y [—j: dl 4 /| ()dt
[ (x)x ] ;4")6 X ”Z:(; 1 12 a‘x‘< .([()

S(x)x* = 8(0)0° = —2x* —16x+64In7- (|f<4=4-x>0=[4-x=4-x)
L(-2x" —16x+64In%)  0<|xq<4
(**) S(x) =17 x=0
In2—-2 = lim S(x) tw.Abela x=—4

1
2 x—>—4*

< 1
S(0) wyznaczamy wstawiajac x =0 do wzoru S(x) = ZW x" i uwzgledniajac umowe
n=0 (1 +

W=

d 1
=1 Vx (w szczegbdlnosci 0° =1). Wobec tego S(0) = 0°

Uwaga 1. Umowax” =1 Vx (w szczegolnosci 0° = 1) nie jest w sprzecznosci z symbolem

nieoznaczonym 0° w ktorym zaréwno podstawa potegi jak i wyktadnik zmierzaja do 0. W naszym
przypadku x° wykladnik jest rowny 0 i mamy wiec zdefiniowana funkcje stala x°=1 w sasiedztwie
punktu 0. Punkt ten jest punktem nieciggto$ci usuwalnej, gdyz lin% x’=1.

X—>

Uwaga 2. Suma szeregu potggowego jest funkcjg jednostajnie cigglta w kazdym przedziale

domknigtym zawartym w przedziale zbieznosci . Stad S(0) = limo S(x)=1

Do wyznaczania warto$ci sumy szeregu w punkcie koncowym przedzialu zbieznosci wykorzystano

nastgpujace

12
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Tw. (Abela). Jezeli szereg potegowy jest zbiezny w punkcie koncowym przedzialu zbieznosci, to

jego suma jest funkcja jednostronnie ciggla w tym punkcie.

Uwaga. Jezeli funkcja f jest postaci f(x) = z c,(x—x,)",|x—x, <R przy czym promien

n=0
zbieznosci jest dodatni ( czyli fjest analityczna w (x, — R,x, + R) , to jest ona funkcja klasy
CDO

(xo

_Rox,+k)> tz0. ma wszystkie pochodne ciagte w (xy—R,x,+R).

1

Funkcja f(x)=4€¢ = -X# 0 jest funkcja klasy Cy , tzn. ma wszystkie pochodne ciagle w R i
0 ,x=0

e (n) 0

£7(0)=0, Vn stad zf—'()x" =0+ f(x). W tym przypadku funkcja / klasy C,
n=0 n.

nie jest sumg swojego szeregu Taylora, czyli nie jest funkcjg analityczng. Jest tak dlatego, ze

cigg reszt R, we wzorze Taylora nie zbiega do zera gdy nn — oo .

Eatwo pokazaé, ze jesli | £ (x)|< M, Vx:|x—x,|< R, to reszta we wzorze Taylora

|R,(x) = #(x —Xy)" |2 R", a szereg Z%R" jest zbiezny (kryterium d’Alamberta), stad

n=l1

lim%R" =0

n—oo

Przyklady rozwinig¢ Taylora (Maclaurina)

0 k 2 3 4 5
e*=2x—=l+x+x—+—+x—+x— xeR
o k! 200 31 4 5!
0 2k+1 3 5 7
Sinx=2(—1)kx—:x—x—_g_x__x__{_...’ xe R
=0 2k +1)! 3 57
e 2k 2 4 6
cosx= (=) al G S YeR

e R

Je$li A jest macierza kwadratowa 7 X n 0 normie ||A , to korzystajac z faktu, Ze zbieznos¢ szeregu

(liczbowego) nom pociaga za sobg zbieznos¢ szeregu w przestrzeni unormowanej mozemy
zdefiniowa¢ funkcje macierzowe

e 1 . A2k+1 A A3 AS A7

sin 4 = = = ,
;( ) 2k +1)! 357
o 2%k 2 4 6
COSA:Z(—])k A :[_A_+A__A_+...’
pary (2k)! 20 4 6

Problem. Jak efektywnie wyznaczac¢ te (i inne) funkcje? Poniewaz kazda macierz spetnia swoje
rownanie charakterystyczne, to wyzsze potggi macierzy A sa liniowymi kombinacjami nizszych poteg
i w konsekwencji powyzsze szeregi redukuja si¢ do wielomiandéw macierzowych. Sposob
wyznaczania macierzy e’ zostanie oméwiony przy okazji uktadéw réwnan rézniczkowych liniowych.
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/ . . . ] . .. R 1
®  Wyznaczy¢ promien zbiezno$ci, przedzial zbiezno$ci i sumg szeregu 2 ”('2’”* J(x-2)".

n=1
00

;Zn(n+l)y” R, =1= |52 k1= 0<x<4.

Rozw. y=+2

n=1
Zy”“ ==Y )y =

n=1 n=1
> n(n+1) = 8(x-2) .
D M (x-2)" = 552 )_(IW = 0<x<4

n=1

e Zbadaj zbieznos¢ Szereguz T W przypadku zbieznos$ci wyznacz jego sume.

Rozw. Kryterium d’Alamberta lim %t = Jjm {2002 3 =>szereg zbiezny.

n—oo n n—ow (”*2)2”+1

00

(n+1)2” Z(:Jtll;zl =22L Z(nJrl)Z” - z +1)2”*1 =1- 22 n2"

n=1 n=1 n=1

1-28() =1-2(-1 ~Ind)=2-2In2

s

=
Il
—_

S(0) =Y =8 (x) = Y x" = = S(x) - 5(0) = [t = [52kdr = —x ~In |1-x|
n=2 n=2 0 0
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