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Rachunek rozniczkowy funkcji wielu zmiennych

W kolejnych wykladach uogoélnimy pojecia rachunku rézniczkowego i catkowego funkcji jednej
zmiennej na przypadek funkcji wielu zmiennych. Z uwagi na prostot¢ zapisu i tatwe interpretacje

graficzne ograniczymy si¢ gtéwnie do funkcji 2 lub 3 zmiennych.

Rozwazmy znany z kursu algebry zbiér R*, ktérego elementy (x,...,x, ) mozemy traktowac jako

e punkty P(x,,...,X, )W k-wymiarowej przestrzeni z naturalnym uktadem wspotrz¢dnych,

o wektory 55 zaczepione w ustalonym punkcie O, bedacym poczatkiem uktadu

wspotrzednych i koncu w zadanym punkcie P(x,,...,X,),

. . o ye_ e « pk r .
e wektory swobodne X = (X,,...,X,) W k-wymiarowej przestrzeni liniowej R" , ktére mozna

zaczepia¢ w dowolnym punkcie.

W zbiorze R* mozemy zdefiniowaé odleglos¢ p pomiedzy punktami P(x,,....x,) 1 O(Vpseees)y)

wzorem
k

p(P,0)= Z(xi _yi)2 .

i=1
Okreslona powyzej funkcja p(-,): R* x R* —[0,00) zwana metryka (odlegloscia) euklidesowa
spelnia nastepujgce warunki:
L Y, P(BP)20 i p(B.P)=0&PR=P,
2. vPl,PzeRk p(PlaPZ)zp(PZaPI)
3. Vg PBLPYS P(BLP)+ p(By.P)  (warunek tréjkata)

Powyzsze warunki mozemy potraktowaé jako warunki definiujace metryke p(-,).
Mozna sprawdzi¢, ze takze funkcje okreslone wzorami

e p(P,Q)= mai(xi _yi|

1<i<
k

e p,(P,Q)= Z|xi _yi|
im1

rowniez definiujg metryke w R".

Pare (R*, pP), gdzie p(-,) jest dowolna metryka nazywamy przestrzenia metryczna. Jesli nic bedzie
to wyraznie zaznaczone, to zakladamy, ze w R* rozwazamy metryke euklidesowa.

Przyklady przestrzeni metrycznych

e X=R px,y) =|x—)
0dlax=y

e X =0 p(x,y)= (metryka dyskretna)
ldla x#y
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p(x,»)

rowniez jest metryka w X (ograniczong przez 1)
L+ p(x, )

o (X,p) prz. metr. = p, (x, y) =

Metryka indukowana w podzbiorze D przestrzeni metrycznej X

Niech (X,p) bedzie przestrzenig metryczng a DX niepustym podzbiorem przestrzeni X. Obcinajac
dziedzing metryki z X xX do DxD otrzymamy nowa przestrzen metryczng (D, pp) - gdzie

Pp =P pwp - metryka indukowana (obcigta)

Uwaga . Zbiory otwarte w D sg przeci¢ciami zbioru D ze zbiorami otwartymi w X

W szczegolnosci S(x,,0)={xeD:0< p(x,,x)<0 }

Przestrzen unormowana

Traktujac R* jako przestrzen wektorowg nad ciatem R ze zwyklymi dziataniami dodawania
wektorow X = (X,,...,X,) 1y = (V50 V)

X+y=(X+Y,..X, +,),
oraz mnozenia wektora przez skalar

ox = (ox,,...,0x,)

mozemy zdefiniowa¢ pojecie normy euklidesowej wektora X = (X, ,...,X, ) wzorem

k
= (X
Przypomnienie z algebry

Niech X' bedzie przestrzen liniowa (wektorowa) nad ciatem K (K = R)
Def. Norma w przestrzeni liniowej nad ciatem K (C lub R) nazywamy rzeczywista funkcje
||-||:xeX—>||x||20,przyczyrn:

1° VY |x[=0ex=0
2 Ve Vsex [orx|=lof[¥]
3 Vagex [x+yl x|+l
Parg (X, ||) nazywamy przestrzenia unormowang. Norma jest odpowiednikiem pojecia dlugosci

wektora.
Np. X=R" x=(x,..x,)

[&
2 .
- ||X|| = in - norma euklidesowa (norma /,)
i=1

- ||X|| =maxxA| - norma max lub /
ko p<igk !
k
N R
1
i1

Np. X =Cy, ) - zbior wszystkich funkcji rzeczywistych ciaglych na [a, D]

|| f || = sup | f (x)| = ma)}<)| f (x)| - norma supremum (sup=max bo fjest cg. na przedziale [a,b])
as<x<b asxsy
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Fakt. Przestrzen unormowana jest przestrzenia metryczna z metryka po(x,y)= ||x — y|| .

Pojecia zwigzane z metryka
(X,p) - przestrzen metryczna.

e Kula: K(x,,r)={xeX:p(x,x,)<r},

Jak wygladaja kule w R* w réznych metrykach
e Otoczenie (kuliste) punktu xo: Ot(x,,7r) = K(x,,7)
e Sasiedztwo punktu xo: S(x,,7) = K(x,,7)—{x,}

Kula w przestrzeni X =C},,; z metryka Czebyszewa
A

K(f,r)- wszystkie funkcje ciagte, ktorych wykresy lezag pomiedzy f —ra f +r.

Funkcja rzeczywista & zmiennych rzeczywistych
Utozsamiajac punkt P z jego wspotrzednymi X = (x,,...,X, ) rozwaza¢ bedziemy rzeczywista funkcje
punktu P jako funkcje wielu zmiennych (wspotrzednych punktu)
f:R'5D >3x> fix)e R
Przyklad. f(x,y)=arcsin®+ arcsin; jest rzeczywista funkcja dwoch zmiennych rzeczywistych

okres$long na prostokacie [-a, a|x[-b, b].

Przykladowe wykresy funkcji 2 zmiennych- przekroje- powierzchnie obrotowe np.:

z=x2- P

e Paraboloida hiperboliczna fix,y)=x*-y*
(siodto)

<225
<1,25
<0,25
<-0,75

<-1,75
<-2,75
<-3,75

L
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e paraboloida obrotowa f{x,y)=x"+y

>775
<725
<6,25
<525
<425
<325
<225
<125
<025

[ [ IR [ ] ]

z= 4x3+2y?

e paraboloida eliptyczna f{x,y)=4x"+9)"

. . 7 e k
Granica ciagu o wartosciach w R
Wiadomo, zZe ciag o warto$ciach rzeczywistych to funkcja rzeczywista okreslona na zbiorze liczb

rzeczywistych. Podobnie funkcje P: N 3 n —> P(n) = P, € R" nazwiemy ciagiem w przestrzeni R* .

Przyjmujac oznaczenia P, = (x/,...,x;), P =(g,..,g,) mozemy zdefiniowaé granice ciagu w R*

limP, =P < lim p(P,P)=0

n—»0

przy czym odlegtos¢ p(P,Q) pomigdzy punktami P = (x,,...,x,) i O =(¥,,...,»,) jest zadana

wzorem p(P,Q)=1/Z(x,~ -y’

Uwaga. Powyzej zdefiniowana zbiezno$¢ jest rOwnowazna zbieznosci ,,po wspotrzednych”- uzasadnic.

sin

1
n o2 ) (e,2)

Przyktad. lim((l +15)",

Podobnie jak w rozwazanym poprzednio przypadku funkcji f; R—R rzeczywistej zmiennej

rzeczywistej mozemy zdefiniowa¢ otoczenie i sgsiedztwo punktu w przestrzeni metrycznej

Of(P(),é): K(P(),é): {P € Df p(P,]jo) < 5} ) S(P(),é): Of(P(),é)—{P()}

Powyzsza definicje granicy ciggu o wartoéciach w R* mozemy uogéIni¢ na przypadek ciagu o

warto$ciach w przestrzeni metrycznej

AANANAARYV
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Def. (granicy ciagu o wartoSciach w przestrzeni metrycznej (X,p):

hm})n = P g v5>03noean2n0p(R1’P) < 2

Pytanie. Czy ciag (- ) jest zbiezny w przestrzeni R z metryka dyskretna. Jak wygladajg ciagi zbiezne
W przestrzeni metrycznej z metryka dyskretna.
To, czy ciag ma granice czy nie zalezy nie tylko od ciagu ale i od metryki. Ten sam ciag moze by¢

zbiezny w sensie jednej metryki a rozbiezny w sensie innej metryKki.

Podobnie jak w przypadku ciagow rzeczywistych mozemy wprowadzi¢ pojecie ciagu
fundamentalnego czyli spelniajacego warunek Cauchy’ego
(C) v.s‘>OE|noean,mZno p(Pm’Pn) <€.

Tw. Jezeli ciag (P)) punktow przestrzeni metrycznej (X, p) jest zbiezny, to spelnia on warunek

CaUChy’ €go v.9>OEInOENvm,nZnO p(Pm ’Pn) <ég.

Uwaga. W przypadku ciggdéw rzeczywistych prawdziwe jest twierdzenie odwrotne, a w ogdlnym
przypadku nie.

Def. Przestrzen metryczng (X,p) nazywamy zupelna, jezeli kazdy ciag Cauchy’ego elementow
przestrzeni (X, p) jest zbiezny (do elementu przestrzeni (X,p)).

Przyklady
o (R, |-|)jest przestrzenia zupelng a (W, |- |) nie jest przestrzenia zupetng

e (R', p) jest przestrzenig zupetng

Def. Zbiezno$¢ ciggu w przestrzeni unormowanej a wigc takze metrycznej z metryka indukowang

przez norme¢, nazywamy zbiezno$cia w sensie normy.

Def. Przestrzenia Banacha nazywamy przestrzen liniowa, unormowang i zupekna.

Metryka d.(f,g)= sup | f(x) - g(x)| (Czebyszewa) w przestrzeni C, , rzeczywistych funkcji

asx<b

ciaglych na przedziale [a,b] indukowana przez norme || f ||= sup | f(x)|, jest metrykg zbieznoSci
asx<bh

jednostajnej.

Def. Punkt P, € X nazywamy punktem skupienia zbioru 4 € X < istnieje ciag (P,)cA taki,

7 V. P #P i limP =P,

n—>0

Def. Punkt zbioru 4, ktory nie jest jego punktem skupienia nazywamy punktem izolowanym zbioru.

Charakteryzacja otoczeniowa punktow i zbiorow w przestrzeni metrycznej.

(X, p) - przestrzen metryczna, AcX, A # O, ( przypomnienic - K (X,,7) ={x € X : p(x,,x) <r})
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Def. Punkt ae4 nazywamy punktem izolowanym zbioru 4 < 3 r>0 K(a,r) N"4={a}.

Def. Punkt ae4 nazywamy punktem wewnetrznym zbioru < 3 >0 K(a,r) CA.

Def. Punkt aeX jest punktem brzegowym zbioru 4 <> V>0 K(a,r) NA=) A K(a,r) N(X-A) =D
Def. Punkt aeX-4 jest punktem zewngtrznym zbioru 4 < 3 >0 K(a,r) NA=D

Uwaga. Punkt wewngtrzny zbioru 4 nalezy do A4, punkt zewngtrzny nalezy do jego dopemienia, a
brzegowy moze naleze¢ do 4 albo do X-A.

Def. Punkt a€X jest punktem skupienia zbioru 4 <Vr>0 (K(a,r)-{a}) Nd=Q.

Def. Zbior ACX jest otwarty, gdy sktada si¢ z samych punktow wewnetrznych.

Def. Zbior AcX jest domkniety <> A'= X'\ A jest zbiorem otwartym.

Def. Wnetrze zbioru 4 (oznaczenie - int 4) to zbidr wszystkich punktéw wewngtrznych.

Def. Brzeg zbioru A (oznaczenia - Fr A lub 0A4), to zbior wszystkich punktéw brzegowych.

Whioski:
e A jest otwarty < A=int 4
e Wnetrze zbioru 4 to najwickszy zbior otwarty zawarty w danym zbiorze.

Def: Domknigciem zbioru A—X nazywamy najmniejszy zbiér domkniety 4 nakrywajacy zbior A.

Def. Punkt aeX jest punktem domknigcia zbioru 4 <Vr>0 K(a,r)NA#D.

Whioski

e Kazdy punkt skupienia zbioru A jest punktem domknigcia zbioru A, ale nie odwrotnie, bo np.
punkt izolowany jest punktem domknigcia, ale nie jest punktem skupienia.

e Zbidr domkniety zawiera wszystkie swoje punkty skupienia.

Wiasnosci zbiorow otwartych i domknigtych

Tw.  a) Suma dowolnej ilosci zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym.
b) lloczyn skonczone;j ilo$ci zbiorow otwartych jest zbiorem otwartym.
Dow. (a) Mamy rodzing zbiorow otwartych: {4 } ¢ :V, ¢ A, -otwarty. Nalezy pokaza¢, ze: U A
seS

jest rowniez zbiorem otwartym. Niech x bedzie dowolnym punktem nalezacym do

UAS@EI‘%S:XEAS = 3 :K(x,r)cd = EIV:K(x,r)cUAS <> suma jest

ses seS

zbiorem otwartym.

Dow. (b): xeﬂAiQVie(l o Xed oV, 3 xeKXxn)cd =

,,,,,,,,,, ny=r,
i=1

n n
o ixeK(xr)c ﬂ A; co oznacza, ze ﬂAi jest zbiorem otwartym.

i=1 i=l

3

r=min{r ,.
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Z praw De Morgana wynika, ze:
e iloczyn dowolnej ilosci zbiorow domknigtych jest zbiorem domknigtym

e suma skonczonej iloci zbioréw domknigtych jest zbiorem domknigtym.

Granica funkcji w punkcie skupienia

(X px) - przestrzen metryczna, DX, X, - punkt skupienia zbioru D.

(Y, py) - przestrzen metryczna

Niech f: X D — 7Y, x,- punkt skupienia zbioru D .

Def. (Heine) Punkt g € Y jest granicg funkcji f'w punkcie x, co zapisujemy }E{} f(x)=g, jezeli

Vieeste HMX, =x, = 1lim f(x,)=g
Powyzsza definicja jest rownowazna nastgpujace;j

Def. (Cauchy) lim f(x)=g <V 350V, 0p 0<p,(x, %)<= p,(f(x),2)<e

Komentarz: Punk skupienia x, nie musi naleze¢ do D, czyli funkcja nie musi by¢ okreslona w x;.
Nawet jesli funkcja jest okreslona w x,, to warto$¢ funkcji w tym punkcie nie wptywa na granice
funkc;ji.

Ciaglos¢ funkcji w punkcie

(X,p,),(Y,p,) - przestrzenie metryczne, # D < X, x, € D (1)
Def. Funkcje f : X D D — Y nazywamy ciagla w punkcie x, jezeli
e Heine Vyep limx, =x, = lim f'(x,) = f(x,)
" n—o n—o

e Cauchy V _3:Vip P.(6%)<0=p,(f(X),f(x))<¢

Uwaga: Punkt x, € D ale nie musi by¢ on punktem skupienia zbioru D. Jezeli x, € D jest punktem
izolowanym zbioru D to z definicji funkcja jest ciggta w punkcie izolowanym. Jezeli
natomiast x, € D jest punktem skupienia zbioru D to z definicji funkcja jest ciaglta w

punkcie skupienia < lim f(x)= f(x,).

Ciaglos¢ punktowa
(X,p,).(Y,p,) -przestrzenie metryczne, f: X DD —Y

Def. Funkcja fjest punktowo ciagla w D jezeli jest ciagla w kazdym punkcie zbioru D, czyli

(C) vxleDv£>03§(xl,£)>0vxzeD px(xlﬂxz)Sé‘jpy(f(xl)Df(XZ))Sg

jest punktowo ciagla w D <> : i
f jest punktowo ciagla w (H) V,opV, op limx, =x= lim f(x,) = f(x)
n n—>0 n—ow

Ciaglos¢ jednostajna
7
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(X,p,).(Y,p,) -przestrzenie metryczne, f: X DD —Y

Def. Funkcja 1 jest jednostajnie ciagla w D gdy
VE>OE|§>OVXIEDVX2 eD px (xl’xz) < 5 = py (f(xl )’f(xZ)) <&

Bezposrednio z definicji otrzymujemy korzystajgc z tautologii {Ix Vy : @(x,))} = {Vy Ix: p(x,»)}
Tw. Jezeli fjest jednostajnie ciggla na D , to f jest punktowo ciagla na D.

Problem. Jak praktycznie bada¢ jednostajna ciaglo$¢ funkeji?

Uzytecznym pojeciem jest tzw. modul ciaglosci funkcji.
Def. Modulem ciggtosci funkcji f: X > D — Y nazywamy funkcje

dar
o, (8)=w(f,8)=sup{py (f (x)),f(x)):x,x, €D A py(x,x,) <5}

Tw. Funkcja f: X > D — 7Y jest jednostajnie ciaglta na D < lin(l) a(f,A)=0
—

Dowod . f:X oD —Y jest jednostajnie ciggta na D
g
Vo030V xeaVyes Px(X,)<6= py (f(x),f(y))S 3
g
V03550V ass @(f,A0)<é
g
llil(l)w(f, A)=0

Inna definicja ciaglosci funkcji w przestrzeni metrycznej:

Def.  Funkcja fjest (punktowo) ciggla na X <

v£>0vxe/\’ EI6():,.9)>0vye/\’ pxéxﬂy) < 5 = py (f(x)ﬁf(y))< 3
i
y € K(x,0) f(y)EKﬁ(f(X)»g)
ye ! KU @.9)]

K(x.0)c /K (/(x),9)]
Motywuje to nastepujaca definicje:

Def.  Funkcja fjest ciggtana X <V ,_, A-otwartyw Y = f '[A]-otwarty w X.
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Uwaga. W definicji tej nie wystepuje jawnie pojecie metryki, tylko zbioru pojecie otwartego. Dazac
do uogodlnienia pojecia funkcji ciggtej mozna zdefiniowaé najpierw zbiory otwarte, a pozniej

W powyzszy sposob zdefiniowac ciaglos¢ funkcji.

W zbiorze X rozwazamy rodzing I podzbioréw zbioru X , czyli 3=2* , gdzie 2* oznacza rodzing

wszystkich mozliwych podzbioréw zbiory X

Def:  Rodzine J=2* spekiajaca warunki

1° OeJ, XeT
2° VseS 4,5 =4, e

seS
n
3° Ay,...,4,€3= (4, €T

k=1
nazywamy topologia w X a jej elementy (czyli zbiory) zbiorami otwartymi.

X, &), (¥, 3y) - przestrzenie topologiczne
Def. Funkcja f: X — Y jestciggtana X < V,oy AeJ=f"[4] €5,

Wprowadzanie pewnych pojec, za pomoca ktérych mozna zdefiniowaé cigglosé¢ funkcji, nazywamy

zadawaniem topologii.

Uwagi. Stowo topologia wystepuje przynajmniej w dwdch znaczeniach.
o Zespot poje¢ za pomoca ktorych definiujemy ciaglosé
e Rodzina zbioréw otwartych

Topologi¢ mozna zada¢

e poprzez metryke

e poprzez zdefiniowanie rodziny zbioréw otwartych (czyli topologii)

e poprzez aksjomatyczne zdefiniowanie ciggéw zbieznych i definicj¢ cigglosci typu Heinego
(topologia ciggowa L - Frecheta )

Zbiory zwarte i ich wlasnosci

(X, p) - przestrzen metryczna
Def. 4 X nazywamy zbiorem zwartym jezeli z kazdego ciagu (x,) © 4 mozna wybra¢ podciag
zbiezny (x, ) do elementu zbioru 4, (czyli ¥V, )., 3 (. o yiX, x5 €4)

Np.: Przedziat [a,b] jest zbiorem zwartym w (R, | - | ).

Tw.B-W
Przedziat[a,b] jest ograniczony = z kazdego ciggu elementéw przedzialu [a,b] mozna

wybra¢ podcigg zbiezny. Granica tego podciggu zbieznego jest punkt skupienia przedziatu.

9
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Przedziat domkniety z definicji zawiera wszystkie swoje punkty skupienia, czyli réwniez ten, do

ktorego zbiezny jest wybrany podciag.

Tw. W przestrzeni metrycznej zbior zwarty jest domkniety i ograniczony.

Dowdd. (domknieto§¢). Mamy pokazaé, ze A=A . Przypusémy dla dowodu nie wprost, ze
istnieje aec Z 1 a¢A. Punkt ¢ musi byc Wl@C punktem skupienia (punkt izolowany zbioru nalezy do zbioru) .
Istnieje wiec ciag (x,)c4 taki, ze x,— a. Ze zwarto$ci A z ciaggu x, mozna wybra¢ podciag
zbiezny do elementu zbioru 4. Poniewaz kazdy podciag ciggu zbieznego do a jest zbiezny do a
wnioskujemy, ze a €A4.(sprzecznosc).

Ograniczono$¢. Przypus¢my dla dowodu nie wprost, ze A jest zbiorem zwartym i
nieograniczonym. Z nieograniczono$ci A wynika, Ze istnieje ciag (x,)c4, taki, ze p(x,,a)>n V.
Ale ze zwartosci A wynika, ze z ciagu (x,) mozna wybra¢ podciag x, zbiezny do xeeA. Z
ciagtosci metryki p(x,, ,a) = p(x,,a), co przeczy warunkowi p(x, ,a)2n, Vk
(sprzecznosc).

Uwaga. W druga stron¢ twierdzenie to nie jest prawdziwe. Ale w (R", p,) [metryka euklidesowa]

zbior zwarty <> domknigty 1 ograniczony.

Tw. Domkniety podzbidr B zbioru zwartego A jest zbiorem zwartym
Dow. Wezmy dowolny ciag (x,)cBcA. Ze zwarto$ci A wynika, ze mozna wybrac¢ podciag
(x,, ) —xo €A. Stad xo jest punktem skupienia zbioru B, a z domknigtosci B wynika, Zze xo €B,

co dowodzi zwartosci B.

Def. (X, p) - przestrzen metryczna, X — zbior zwarty < (X, p) - przestrzen zwarta.
Przyklady
e ([a,b],]|:|) — przestrzen metryczna zwarta

e ACR', A— domknicty = (4, p) — przestrzen metryczna zwarta

Tw. Ciagly obraz zbioru zwartego jest zbiorem zwartym.
tzn, f: X—Y ciagla X, Y prz. metr. X- zwarta = Y- zwarta
Dow. Wezmy dowolny ciag wartosci (y,)c f[X], ezyli 3, x:y,=/f(x,). X to przestrzen
zwarta, wobec tego z ciagu (x,) mozna wybraé¢ podciag zbiezny El(x”k) x, >xeX.Z
definicji ciagtosci Heine’go wynika, ze f(x, ) — f(x,) <y, —> y,.Z dowolnego ciagu (y,)
wybraliSmy wigc podciag zbiezny y, — y, € f[X]

10



