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Spojne przestrzenie metryczne

Def.  Przestrzen metryczng (X, p) nazywamy spéjna jezeli nie da si¢ jej przedstawi¢ w postaci
sumy dwoch zbiorow niepustych, otwartych, roztacznych.
X=X UX,
X, #290,X,#D
X,, X, —otwarte
X, NnX,=0

(X, p) - przestrzen spdjna < ~

Inaczej X jest zbiorem spdjnym jezeli dla dowolnych punktéw x,,x, € X istnieje droga taczaca

X,,X,, czyli istnieje ciggta funkcja y :[a,b] > X : fa)=x; 1 {b)=x,

) o b
Tw. Ciagly obraz zbioru spéjnego jest zbiorem spojnym
fX>Y
(X, p) - przestrzen spbjna = f[X] jest przestrzenig spojng
f- ciagla
Dow: (a.a.) f[.X] nie jest przestrzenig spojna, czyli istnieja Y;,Y> < Y otwarte w f[.X] , takie, ze: f[.X]
=Y\UY,, YD, YD, YinY=D. Stad X=f"'[AX]]=f"'(Y)of '(Y2) , czyli przestrzen X jest sumg

dwoch zbioréw niepustych, otwartych i roztacznych (z wilasno$ci przeciwobrazu), co prowadzi do

sprzecznosci.

Podstawowe twierdzenia o funkcjach ciaglych

Tw. (Weierstrassa)

f:X >R -cigglanaX } f — ograniczona na X
=
S (x;)=sup f(x)

xeX

et ) =inf £

X — przestrzen metryczna zwarta

Dowod jest natychmiastows konsekwencja faktu, ze f[X] jest zwartym podzbiorem R, czyli
ograniczonym i domknigtym wiec zawierajagcym w sobie swoje ograniczenia (czyli kresy).
Tw. (Darboux) (o przyjmowaniu warto$ci posrednich)

Jezeli f: X — R - ciagla i X — przestrzen metryczna spojna to

vxl,xzeryeR f(xl) < Yy < f(xz) = EIXEX y= f(.X)
Dowdd jest natychmiastowa konsekwencja faktu, ze ciggly obraz zbioru spdjnego jest zbiorem

spojnym i faktu, ze jedynymi zbiorami spdjnymi w R sg przedziaty.
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Tw: (o lokalnym zachowaniu znaku )
Jezeli funkcja f: XoA—R - ciagla na zbiorze otwartym A4 , xoeA 1f{(xo)>0 , to istnieje
otoczenie punktu x, (powiedzmy K(x(,0)) takie, ze Vxe K(xo,0) fx)>0.

Dowéd. Poniewaz f{x0)>0, wigc 3&>0  0< fixo)- €. Z ciagloici f = zbidr f'[(fxo)- & fixo)+ &)] jest
otwarty w X a wiec £ [(f(xo)- & flxo)+ €)]"4 jest rowniez otwarty. Stad 350
K(x0,0)= f ' [(fxo)- & flxo)+ €)]. Wobec tego 35>0 Vxe K(xo, 8) fix)>0
(bo fix) €(fixo)- & fixo)* €) )

Tw. (Cantora) Jezeli
e X — przestrzen metryczna zwarta
e Y— dowolna przestrzen metryczna
o f:X—>Y -ciagla na X

to f* jest jednostajnie ciagta na X.

Inaczej. Funkcja ciggla okreslona na przestrzeni metrycznej zwartej jest jednostajnie ciggla.

Dow: (a.a.) Nieprawda, ze fjest jednostajnie ciggla <>
|7 030V s Ve P (XN < 5= p, (), () < 8|
o0V 550 vex Trex P (6,X) <A p, (f(x), f(x')) > ¢ Dlakazdego O , czyli w szczegdlnosci dla

S=1/n tez = isticja ciagi (x,), (x,) takie, ze py(x, X)) < L0 py(f(x,), f(x.N=e
(istnieje takie &).
Poniewaz (x, ) jest ciggiem w zwartej przestrzeni metrycznej X, wigc mozna z niego wybra¢ podciag

zbiezny x, —a. Z warunku trojkata mamy p (x;qk ,A) < py (x;qk X, )+ px(x, ,a)
skad wynika, ze x;u —a . Z cigglosci funkcji f mamy f(x, )= f(a) i f(x,;k )— f(a), wigc z

ciggtosci metryki py (f(x, ), f(x,;k )) = 0), co przeczy warunkowi py (f(x,), f(xn )>¢€ Vn

Tw: (o ciaglosci funkcji odwrotnej) Jezeli
e X —przestrzen metryczna zwarta, Y — przestrzen metryczna
e funkcja fi X—Y - ciaglana X
e f-rdéznowartosciowa

to £ istnieje i jest ciggla na f1.X].

Dowéd. Aby dowiesé ciaglosci funkcji g=f"' wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego zbioru
domknietego ACX zbidr g '[4]=/[4] jest domknigty w Y . Jest to oczywiste, bo zbior 4 jest
zwarty (domknigty podzbiodr przestrzeni zwartej) wiec f[A4] jest rowniez zwarty (ciggly obraz
zbioru zwartego) a wigc domknigty w Y.

x(t) =cost
Uwaga. Zalozenie zwartosci X jest istotne. Np. f:[0,2n)—>R* { ((t)) " Rysunek
y(t) =sin
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Pochodna Frecheta (pochodna mocna)

Niech (X ,|| : ||x) iy ,|| : || ,) przestrzeniami unormowanymi nad tym samym ciatem, a 4: X —Y

odwzorowaniem (operatorem) liniowym przestrzeni X w Y .

Def. Odwzorowanie liniowe A:X — Y nazywamy ograniczonym jezeli istnieje stata L >0 taka, ze
dla kazdego wektora x € X prawdziwa jest nier6wnos¢ ||Ax||y < L||x||x .

Ograniczonos¢ odwzorowania liniowego 4: X — Y w oczywisty sposob implikuje jego cigglos¢ . Z
liniowos$ci wynika Ze ciaglos¢ odwzorowania liniowego w dowolnym punkcie jest rtOwnowazna jego

cigglosci w punkcie 0. Z ciaglosci odwzorowania 4 w punkcie 0 wynika, ze dla kazdego wektora x

0 normie ||X|| < 6 mamy ||Ax|| <1, Stad dla dowolnego x # 0 mamy

Ix| I I

sz

SHAié

by, HAL&HSL

Zbior odwzorowan liniowych i ograniczonych B(X,Y) przestrzeni X w Y jest przestrzenig liniowa w
ktoérej wprowadzamy norme

4] = inf{l4x], < Z],} -
Latwo pokaza¢, ze rzeczywiscie sg w tym przypadku spelnione postulaty normy.

Mozna pokazaé, ze ”A" = sup”AX” y

[xl<t

Uwaga. Nie kazde odwzorowanie liniowe jest ograniczone (ciggte). Na przyktad odwzorowanie
(Ax)(t) = %x(t) okreslone na C[lo,l] C C[%,l] jest liniowe, ale nie jest ograniczone, bo dla ciagu

jednomianéw x, () =¢" o normie 1 mamy (Ax, )(¢) = nt"", wiec ||Axn =n—>o© .

Niech (X,

1) i,

||y) beda przestrzeniami Banacha, D < X, D-otwarty, xe D .

Def:Odwzorowanie f: X DD — Y nazywamy rozniczkowalnym w sensie Frecheta w punkcie
xe D jezeli istnieje odwzorowanie liniowe ciagle A_: X — Y takie, ze V,_, :x+heD

Jrem],
=0,
Tl

zachodzi f(x+h)— f(x)=A_h+r(x,h), przy czym %inol

Odwzorowanie A nazywamy pochodna Frecheta funkcji /' w punkcie X i oznaczamy f'(X) lub
df (x).

Warto$¢ odwzorowania A na przyro$cie (wektorze) h € X nazywamy rozniczka odwzorowania

fprzy danym przyro$cie i oznaczamy A h =df (x,h) =df (x)h.

Wiadomo z Kkursu algebry, ze przypadku przestrzeni liniowych o skonczonym wymiarze
odwzorowanie liniowe A jest reprezentowane przez macierz. W przypadku przestrzeni

euklidesowych przyjmujemy standardowo bazy kanoniczne i przeksztalcenie liniowe
utoZzsamiamy z macierza reprezentujgca to przeksztalcenia w bazach kanonicznych
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Gdy f jest rozniczkowalna w kazdym punkcie zbioru D, to mowimy, ze odwzorowanie f jest
rozniczkowalne na D a odwzorowanie f':xe Dc X — f'(x)e L(X,Y) [L(X,Y)- zbiér
funkcji liniowych ciggltych ¢ : X — Y ] nazywamy pochodng odwzorowania f.

Tw. Jezeli fjest rézniczkowalna w punkcie X, to jest ona ciggla w punkcie X.

Jest to natychmiastowa konsekwencja definicji rozniczkowalnosci

Przypadek szczeg6lny

f:R" 5D — R, D-otwarty, X € D

_ )

f(x+h)- f(x)=A h+r(x,h), HH\TO ||h|| =
X=(x,...x,)" A =[4,..4] h=(h,..h,)"
hy
F'®=[4...4,]=df(x) df(xh)=df(xh=/f"(Oh=[4,...4,]|
h

n

Macierz wierszowg (wektor) [A1 ,...,An] nazywamy gradientem funkcji f'w punkcie X i oznaczamy
grad f(x) =[4,,...,4,].

Inny przypadek szczegélny
[ . e
fiR>(a,b)>R"; f(x)=|: fx+h)— f(x)=|: |h+r(x,h) T]—)O
fu(x) 4, |
Funkcje 1 interpretujemy jako rownanie parametryczne krzywej w R”, a x jako czas.
4,
Okaze sig, ze wektor | | jest styczny do krzywej o rownaniu parametrycznym ¥ = f(x).
A

n

Pochodne czastkowe i kierunkowe
fiR">D—>R, D-otwarty, Xx=(x,,....,x,) €D

Def. Pochodng czastkowa funkcji /' w punkcie X wzgledem i-tej zmiennej (czyli x;) nazywamy
skonczong (o ile istnieje) granice

hm f(xla-..ng +hj7-..gx”) _f(xl,...,xi,...,x”) ii
h;—0 ]’l axj

1

(x) = f, ()

Def. Pochodna kierunkowa funkcji f'w punkcie X w kierunku wektora k =0 (zwykle przyjmuje sig,
ze ||k|| =1, czyli w kierunku wersora) nazywamy skonczong (o ile istnieje) granice

TPACSLLY A AN

t—0 t

Uwaga 1. ¢(f) = f(x + 1K) - funkcja jednej zmiennej
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Uwaga 2. Pochodna czastkowa jest szczegolnym przypadkiem pochodnej kierunkowej w kierunku i-

9 :
tego wersora bazy kanonicznej al x) =1 (x)
X, '

1

Pochodne czastkowe i kierunkowe a rozniczkowalnos¢.

Zatézmy, ze f:R" > D — R, D- otwarty, X=(X,,...,X, )€ D jest rozniczkowalna w sensie
Frecheta w punkcie X. Wowczas
SE+EK) - f(x)=f'(x)-k+r(x,K) [t r(xK)=o0(wk|)
+ 1K) - k
OO0 = f(0) gy rutl)
t t

()| _ [r(x, 1K)
Coe

k]| = 0, gdy 150 = £, (x) =f (N k

Niech e;- i-ty wektor bazy kanonicznej

0
aal(x)= fl(x)=[d,.s A4, ]| 1 | < {i-te miejsce } = 4,
X . !
l 0

o

ox,

o

f(x)=grad f(x) = { (X),---,g(X)}

Ogolniedla f: R" > D — R"

o EPR
o] x, ",
f(x)=| =Y f(xe, f(x)=|:
£ 7 o, o,
_6x1 (X),..s ox, (x)_mxn

Pokazano wigc fakt: Jezeli funkcja f: R" > D — R™, xeD- otwarty, jest rozniczkowalna w

of .
punkcie x, to istniejg pochodne czastkowe % (x) y=1,....m i=l,...,n.
Twierdzenie odwrotne nie zachodzi, tzn. istnienie pochodnych czastkowych nie gwarantuje

rozniczkowalnos$ci (a nawet nie gwarantuje ciggtosci)

3

Xy
, (5, »)#(0,0
Przyklad . fxy)=1x* +y° Y) )

0,  (%»=(0,0)

e pochodne czastkowe

P 3,2 6y _ 3 (2 3, 2 6
SN0 Gen=tE A G
U (2 302307 1) =0 (607) _ 3072 —y)
v (4" (7 4y

5
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Ax0
_ ¥ 00— i LOFAO =00 AP 40
(x,») =(0,0) o (0:0) = lim, ~ Jim S5 0 Y (0,0)

e pochodna kierunkowa

x=(x,y) # (0,0) k=(k,k,) ||(k1ak2)||:1

SO = f(X) _ etk v+ k) = f(59)
t

t—0 t

, Y
f(kl,kz)(xay)—111_1)10l

(x+tk)(y+1ky)  xp’

g G ) x oy (x4 y )k —3ky)
=0 t (xz +y6)2

3_x? 40 32 (5% — 16 P B
=2 (2 6y2) 1t yz( 6J; )kz :l(x’y)kl+l(x’y)k2
(x"+y”) (x"+y") ox Oy

x=(x,y)=(0,0)
thy (tky)*

S0.0) + 10k k)= F0.0) . fthyothy) _ (o () +(thy)*

t =0 t -0 t

/(0,0) =lim
t—0

Funkcja f ma wiec w kazdym punkcie (w szczego6lnosci w punkcie (0,0)) i w kazdym kierunku

pochodng. Czy jest wiec rézniczkowalna w (0,0) . Jesli tak, to:

h
£((0,0) + (r, 1y)) - £(0,0) =0, 0]{ h‘ } +r((0,0), (hy, h,)), gdzie #((0,0), (hy,hy))= £y, hy)

2

((0,0), (A, h,)) *

=0? Nie, gdyz granica ta nie istnigje. Nie istnieje nawet

Pytanie. Czy (hl,hzi)r—{l(O,O) ||(h1,hz )”

granica " hli)m(0 0)f(hl ,h,), bo wybierajac dwa rézne ciggi (+,0) — (0,0), i (”—13,%) — (0,0) mamy

fE0)=00,a f(& =11,

n

Wykazali§my wiec, ze posiadanie w danym punkcie pochodnej kierunkowej w dowolnym kierunku (w
szczegblnosci posiadanie  pochodnych czastkowych) nie zapewnia rézniczkowalno$ci a nawet

ciggtosci funkcji w tym punkcie.
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Przyklad rézniczkowania odwzorowania w przestrzeni funkcyjnej.
Niech K(x,?)bedzie rzeczywista funkcja ciagla na kwadracie [a,b]x[a,b]. Rozwazmy przestrzen

(.5 rzeczywistych funkcji ciagtych na przedziale [a,b] z norma ” f || = sup | f(t )| i odwzorowanie
tela,b]

b
F:Cup 2u > Sul(x) = .[ K (x,t)u’(t)dt € Clu.)- Znalez¢ pochodng Frecheta odwzorowania § w

a

»punkcie” u € C[a,b].

Niech heC,,,
5+ B)(x) = FTul(x) = [ K 0)w(@) + b)) de - [ % (x.0u’ ()t
= 2[5, u(e)h(@)de + [ 5 (x 0k (t)dt

b
Odwzorowanie § [u] Cupmdh— (E?[u] : h)(x) = 2.[5{,(x,t)u(t)h(t)dt € C, ) Jest odwzorowaniem
liniowym ciagtym przestrzeni C, ,; w siebie. Liniowo$¢ F'Tu]
o (G s ko) = (70 A o) + (5002, o)
. (5'[11] (@ h)}x) = (5[l hkx)

wynika z definicji calki. Cigglo$¢ odwzorowania liniowego redukuje si¢ do ciagtosci ,,w punkcie”
h=0eC,, - Z whasnosci catki mamy

0<

2 j K (x, Ou(e)h(t)de| = sup

x€la,b]

2 j K (x, O)u(t)h(t)dt

b
<2 sup [[3(x, u(o)|de sup [h(x)| = M 7]
x€la,b] u xela,b]
co implikuje ciaglosé¢ F [u].

b
Pozostaje wykazacé, ze r(u,h) = I“J{,(x,t)hz(t)dt jest reszta. Rzeczywiscie z wilasnosci catki mamy

b b
[ 3 Ce, 0y (00| < [[3x, )]t sup?|(x)]. Stad
u u xela,b]
b b
sup |[(x,)* (6)d| < sup [ [ (x.0)de sup’ ()] = M| = ofA]) .
xela,b] u xela,b] u xela,b]




