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Tw.( Warunek wystarczajacy rozniczkowalnosci)  Jezeli funkcja f : R" DD —> R (D -
9 24

Dax—)
ﬁx/ X ;

otwarty, X € D) ma pochodne czgstkowe —— (x) (j=1,...,n) wD, ciagle w X, to f

jest rozniczkowalna w sensie Frecheta w X .
Dow: dlan=2
x=(x,x,) h=(h,h,)
S+ = f ()= f O+, + 7)) = (%, %) =
SO +h,x, +h)— f(x,x, +hy)+ f(x,x, +hy)— f(x,x,) =

z tw. Lagrange’a o wartos$ci $redniej

f(cl,x2+h ) +6f (x,,¢,)h, —sf( ) +§f x)h, +

+(§£U%xz+%)_ P ﬂh+{if<xp%)—414)J
X, ox.
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Wystarczy pokazad, ze r(x,h) =o(||h||) czyli, ze

A f ml f f ml
(. z)—>(00) ( RN wt ( 6 ( N e =0
Jest to prawda, gdyz
af 8f f 8f S
— t
ol (5 ) =00 =0l |2 ey) = 2 () =0 2 clnglok
Wl o |kl
pochodnych czgstkowych w X a wyrazenia e i Tieen $3 ograniczone,

Interpretacja geometryczna pochodnej

Niech f:X>D—Y. Zbior punktow W ={(x, f(x))e X xY:xe Dc X} nazywamy wykresem
funkeji f: X>D—>Y.

Fakt. Jezeli funkcja f: X D D — Y jest rézniczkowalna w punkcie aeD to wektor seXxY jest

styczny do wykresu W funkcji f w punkcie (a,f(a)) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wektor
heXtaki, ze

s=(h, f (a)h)

Tw. Jezeli funkcja f: X o E — Y jest rozniczkowalna w punkcie a€ £, to hiperplaszczyzna w XxY o
rownaniu y = f(a)+ f (a)(x—a) jest hiperptaszczyzng styczng do wykresu funkcji f w punkcie
(a, f(a)). Jej wykresem jest W, = {(x, f(a)+ f"'(a)(x—a)) e X xY :x € X}
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Przypadki szczego6lne
x(1)
. r:[a, ﬁ]at—)r(l‘)z y(t) eR’ jest funkcja wektorowa, ktorg interpretujemy jako opis
z(2)

parametryczny krzywej w R’ . Zatozmy, ze funkcja ta jest rozniczkowalna w punkcie o [o,p]

&

: [
rif)=| ¥

f/ (1)

ol

Pochodna r(t,) jest odwzorowaniem liniowym ciagtym z R w R’ reprezentowanym przez

x'(to)
macierz r(t,)=|y ()| Prosta o réwnaniu parametrycznym r =r(t,)+ r(t,)(t—1t,) jest
z )
styczng do krzywej r =r(#) w punkcie r, =r(¢,).
x(u,v)
e r: [a,b]x [c,d]> (u,v) > r(u,v)=| y(u,v) | € R’ jest funkcja wektorows, ktora
z(u,v)

interpretujemy jako opis parametryczny powierzchni w R’ . Zalézmy, ze funkcja ta jest

rozniczkowalna w punkcie (uo,v0)

Pochodna r(i,v,) jest odwzorowaniem liniowym ciaglym z R* w R’ reprezentowanym przez

Ox Ox

T
macierz v (u,v))=| 2 2 =r, r].

0z Oz

o (149>v0)
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I/I—I/lo

Plaszczyzna o rOwnaniu parametrycznym r =r(u,,v,) +r (1,,v, ){ } , ktore mozna takze

0
zapisa¢ w postaci:

r=r(uy,v,)+r, (—uy)+r,(v—vy),
gdzie r,1 r oznaczaja kolumny macierzy reprezentujacej pochodna r'(uo,vo) jest plaszczyzng
styczng do powierzchni r =r(u,v) w punkcie r, =r(u,,v,) .

Po rozpisaniu na wspolrzedne w postaci rownanie plaszczyzny stycznej przybiera postac

Ox Ox

X% & Ea

_ dy dy
Y=o [ 5 —u)+H 3 [(v—w) -

oz oz

z| |z = =

Po przemnozeniu obu stron réwnania r —r, =1, (v —u,)+7r,(v—v,) skalarnie przez wektor
n=r, xr, ortogonalny do r, i r, rugujemy parametry u i v i otrzymujemy ogolng postac
rownania plaszczyzny stycznej

no(r-r,)=0, gdzie n=r, xr,.
W szczeg6lnosci jesli powierzchnia jest wykresem funkcji 2 zmiennych z= f(x,,x,), to

mozna jg zapisa¢ parametrycznie przyjmujac u=x; i v=x,. Wowczas

o
0 ~
r,=/0|,r,=[1]|,n= —% . Stad plaszczyzna o rownaniu
g g 1
ou ov

z=b=A4(x —a)+A4,(x,—a,),

gdzie A1=§—f(a1,a2), A2=§—f(a1,a2) b=f(a,,a,) jest styczna do powierzchni o
X X2

réwnaniu z = f(x,,x,) w punkcie (a,,a,,b).

Przyklady
x(t) =2cost
1. Napisa¢ rownanie prostej stycznej do krzywej 7(t) =4 y(t) = 2sint, teR w punkcie (0,2,0).
2)=5-5%
-2
Rozw. Punktowi 4(0,2,0) odpowiada parametr ¢, =7 . Ponadto 7'(5)=| 0 |. Wobec tego
1
X 0 -2
poszukiwane rownanie stycznej jest nastgpujace| y [=|2|+| 0 |¢.
z 0 1

2. Napisa¢ rownanie plaszczyzny stycznej do powierzchni z=x*+y* w punkcie 4(1,2,5).

iy 0 0
Ogolnie z—z(x,,y,) = a—Z(xo,yo)(x — X))+ é(xo,yo)(y =) - Odp. z-5=2(x-1)+4(y-2).
X

3



Automatyka i Robotyka —Analiza — Wyktad 11 — dr Adam Cmiel — cmiel@agh.edu.pl

Reguly rozniczkowania
Tw. Jezeli f:X>D->Y X, Y —przestrzenie unormowane
g: X>D->Y f,g-rbémiczkowalnew X € D, aeR,
to f+g i ag sardzniczkowalne w X i

(f+2)x)=1"(x)+g'(x)
(@g)(x)=ag'(x)

Jezeli Y = R, to dodatkowo (f-g) i s sg rozniczkowalne w x i
g

(f &) (x)=f"(®)gx)+ f(x)g'(x)

m (=L D8 f®)-g0D) 5

g g (%)
Dowod. (jak dla funkcji jednej zmiennej)

Def. Mowimy, ze funkcja fjest klasy Ci) jezeli posiada w kazdym punkcie zbioru D wszystkie

pochodne czastkowe cigglte w D , czyli jest F- rdzniczkowalna w kazdym punkcie zbioru D.

Rozniczkowanie zlozenia

X,Y,Z —przestrzenie unormowane , X > D, —otwarty xe D,  f[D,]<=D,
f:XoD,»Y g:¥YoD,>Z
Tw. Jezeli f jest rozniczkowalna w punkcie xe D, (D, — otwarty) i g jest rozniczkowalna w
punkcie f(X), to ztozenie go f jest funkcja rézniczkowalng w punkcie xeD, i
(g X)) =g (f(x)e f'(x) =g (f(x) /' (x).
Jezeli f jest funkcja klasy C}, i g jest funkcjg klasy C_lf[D] ,to go f tezjestklasy C, .

Dowod. (jak dla funkcji jednej zmiennej)

(g fHx+h)—(ge f)(x)=g(f(x+h))—g(f(x)) =
= &' (SO (x+) = f(0))+ 1 (f(X), f(x+]h) — f(x)) =

= &' (SN Oh+ 1, (x,1)+ 7 (f (%), f (x+h) — f(x)) =

4
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= &' (f()) S (Oh+ g'(f(x) r, (X, h) +7(f (%), f(x +h) = f(x))

Trzeba pokaza¢, ze || g'(f(x))r, (x,h) + 71 (f(x), f(x+h) - f(x))||=o(]| h ||) - doktadnie tak
jak dla funkcji jednej zmiennej)

I przypadek szczegdlny (norma euklidesowa)

n = filxg,ex,) 21 =81 (Vi V)
f:R"DE—>R" f:4: g:R">D—>R" g:i
ym zfn1(x17"'7xn) Zk zgk(yl""’ym)

p=gof:R"DE—>R"

_% o0, -
e
W= -
9P 9P
| Ox, ) ox, (x)_ e
g, % o] |2 i (]
o, (f(x) s (f(x) ox (x) o, (x)
o (f (%)) o, f (X))_kxm ax (x) ox. (X)_m
Dla przyktadu

N CTPET - (T E T WY O € S )

o9, " og, ) o
Stad 22 (x,1x ) = Y B (£, soens X Ysveos S (X peons X, ) (XX, ) 5 8= Lo =
ox . =y, ox .

J

II-gi przypadek szczegdlny

) _}’1=f1(?-') ®
f‘{y,ff(x) £ gz7g®
R .. N R
> —

P(x) = gy (%), 9, (x)) R >R

} /)

@'(x) = B—g (F @) ()
Vi

: g ,
. : => . (f))fx)

L] T

(dlatego ,,zwykte” f; (x), bo pochodne czastkowe funkcji jednej zmienne to "zwykte" pochodne)

n
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Uogolnienie twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej
Tw. Niech f:R">D->R (D- otwarty, a,beD, odcinek abc D) bedzie funkcja

rozniczkowalng w kazdym punkcie odcinka ab. Wowczas istnieje ceintab takie, ze

f(b)—f(a)=f"(c)(b—a). [int — interior — wnetrze]

Dow. Parametryzujemy odcinek ab: x(t)=a+t(b—a) r<[0,1]

Funkcja ¢@(¢) = f(x(¢)) jest funkcja R — R ciagla na [0,1] (jako zlozenie funkcji ciagtych) oraz
rézniczkowalng w (0,1) , czyli spelnia zatozenia tw. Lagrange’a, wigc
(ﬂﬁl)— (0(”0) =¢'(0)1-0) Oe(0,))

fd)-f@)=f'(x(@)b-a) x(@)=c

- tw. Lagrange’a dla ¢ (jednej zmienne;j)

Tw.(o rézniczkowaniu funkcji odwrotnej). Jezeli f: R" > E — R" jest klasy C (E — otwarty)

oraz macierz f'(a) jest odwracalna dla pewnego acFE, to woOwczas istnieja zbiory otwarte

11
UcEcR"iVcR" takie,ze acU, b= f(a)eV i f:U <<V - bijekcja.
Ponadto funkcja g odwrotna do f (czyli g = f ') jest klasy C, oraz g'(b)= [ f '(a)]f1 - macierz

odwrotna.

Komentarz zamiast dowodu:

R?d

Istnienie zbioréw U,V i funkcji odwrotnej g wymaga dowodu np. z twierdzenia Banacha o punkcie
stalym (Rudin str. 186). Wzor na pochodnag jest natychmiastowa konsekwencja tw. o rézniczkowaniu
funkcji ztozone;j:

glf()]=x

gUNS' ®=1,, [(f'®)

g'(f(x)=(/"(x)"



