Automatyka i Robotyka —Analiza — Wyktad 12 — dr Adam Cmiel — cmiel@agh.edu.pl

Pochodne czastkowe wyzszych rzedow

Niech funkcja f: R" > D — R (D- otwarty) posiada pochodng czastkowa ;l w kazdym punkcie
X

X € D. Jest wiec okre$lona funkcja

i:R”:)D BX—)i(X)
Ox; Ox

i i

. . N . 0 .
Jezeli powyzsza funkcja ma pochodng czastkowa po j-tej zmienngj aﬂ{al}(x) w punkcie x, to
X . | Ox

J i

nazywamy ja druga pochodng czastkowa funkeji f po zmiennych Xx;,x; 1 oznaczamy

o f
Ox ;0x;

®) =17, .

2
0 J;(x) (pochodna czysta)

i

Uwaga: Jezeli i = j to bedziemy stosowac oznaczenie

o’ f (x) £ o’ f

X ochodna mieszana
Ox ;0x; axiﬁxj( ) @ )

Jezeli i # j to

Tw.(Schwarza)maicc s.92) Jezeli pochodne - (x) sa ciaglte w punkcie X, to s rowne.

E’x E’x (X) 1 Pxi’x

Podobnie definiujemy pochodne czastkowe wyzszych rzedéw. Pochodne mieszane, ktore roznig sig

jedynie kolejnos$cig rézniczkowania, jezeli sg ciggle to sg sobie rowne.

2 2
, #(0,0
Przyklad Funkcja f(x,y)= y x4 y2 )= (0.0), jest ciggla w punkcie (0,0) i jej pochodne
0 ., (%»=(00
czastkowe sg rowne odpowiednio:
f(00)_1 f(m’o)zlimizo, f(00)_1 SOy 9y
Ax Ax—0 Ax Ay—0 Ay Ay—0 Ay
b +4x2 = x(x —4x2 =
o |y )<xw¢wm o |0 ()2 00)
e (x* +y%)? b (x* +y%)?
0 5 (x, y) = (070) 0 5 (x, y) = (070)
Stad
ALS 2 g Ax,0 5
af(OO)—l =0 =04) = lim AJ; =-1, af((),())=limay( ) hmAx5=1.
Oyox -0 Ay -0 Ay OxOy A0 Ax Ax—0 Ax
azf ? y)((;f:;O))nyry) (x,y) # (0,0 azf =? y)((;f:;O;nyry) (x, y);t(OO)
axay 1 5 (x’ J’) = (0’0) ayax -1 5 (x’ J’) - (0’0)

Poza punktem (0,0) pochodne mieszane sa sobie rowne (bo sg ciagle) ale nie sa ciaglte w punkcie (0,0),
o* f orf
Oy 6x Ox0y

bo nie istnieja granice w punkcie (0,0).
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Roézniczki wyzszych rzedow

Oznaczenia  a=(a,,...,a,) AX=(AX1,..., AX,) f:0t(a,0) > R
Roézniczka funkcji f w punkcie a dla przyrostu Ax nazywamy wyrazenie
dfia, sx)= ) 7o) ax,
i=1
Jezeli przy ustalonym ax funkcja d( - ,ax) : Ot(a,0) — R ma rézniczke punkcie a , to nazywamy ja
druga rézniczka funkcji f w punkcie a i oznaczamy d’f (a, Ax).

Przyklad. Wyprowadzi¢ wzor na drugg rézniczke funkcji dwoch zmiennych. (zakladamy cigglose
pochodnych mieszanych)

d((xy. 3> ), (Ar,, Axy) =%(xl,xz)ml " aai(xl,xz)mz

X2

dzf((xlaxz)a(Aprx )) =

6 0 0 .0
f( 15X, ) A +—— g (X1, %) Ax, JAx, +— f —— (X, X)) Ax, +—— g (x1,%,)Ax, JAx, =
6x1 ox, ox, ox, Ox, ox,
2
*f 2 o’ f *f »_[ O 0
= — (X, %, )Ax; +2——(x,,x, )Ax,Ax, , X)) A5 =| — Ax, + —Ax
axf (x5 X)) Ax; + o, 0, (x15%,) +— axz (x,%,) o, 1 o, 2| S

Druga rézniczka funkcji wielu zmiennych w danym punkcie jest forma kwadratowa przyrostéw

A2 (XX, )5 (A, AX, ) = Z o (X)AxiAX_/
i,j= 1 i
Uwagi o zapisie macierzowym drugiej rozniczki.
BE f o f
cee _— X
6x1 e ™ ax,,axl( ) Ax,
A (X yees X, ) (A, A, ) = [Ax, 0 Ax, ] :

aaf() af(x) Ax
x, OX

Wzoér na m-ta rézniczke funkcji » zmiennych
d" f = (%XIAx1 +,...,+§”Ax,,)’”f

Zadanie. Napisa¢ wzor na druga rozniczke funkcji trzech zmiennych i trzecig rézniczke funkcji

dwoch zmiennych

Wzor Taylora
Jezeli funkcja f: R" > Ot(a,0) > x— f(x)e R ma ciggte pochodne czgstkowe do rzedu m w Ot(a, o),

to istnieje A< (0,1) takie , ze dla kazdego x €0Ot(a,o) prawdziwy jest wzor
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f(x)= f(a)+Ldf(a,x—a)+Ld’f(a,x—a)+: Fommd" 'fa,x—a)+r,
r,=-d" f(a+60(x—a),x—a)

gdzie =
Uwaga: punkt ,,posredni”¢c =a+6(x—a) lezy wewnatrz odcinka o koncachai x
Dow. Parametryzujemy odcinek x(¢) =a+#(x—a) ;¢<[0,1] i tworzymy funkcj¢ jednej zmiennej
o(t) = f(a+t(x—a)). Mamy wigc rzeczywista funkcj¢ ¢ okre§lona na domknigtym odcinku

[0,1] spelmiajaca zatozenia twierdzenia Taylora dla funkcji jednej zmiennej. Stosujac do niej wzor

a0 OO L

Maclaurina otrzymujemy  @(1) = ¢(0) + 1-0)+ ) p" (01"
< () =¢(0) + la'(D(O,l) +..+ d" " p(0,1) + € d" p(0,1)
! (m—1)! m!
Ale dk(p(tmt) = (p(k)(to)(t - to)k = dkf(x(to)’x(t +1,)— X(to)xt - to)k
Stad d*(0,1)=d"* f(a,x—a) itd.
Szczegllny przypadek m =2
1o o T
) = Sl | L @), L) ;
1!| ox, ox,
xl’l - al’l
NP f
1 ox; ) ox, 0x, (x) X =4
+5[x1 —ay,.., X, —a,
' O f o~ 6 f X, —X
e @ L)

Przyklad. Napisa¢ wzor Taylora dla funkcji f{x,y)=e"siny w punkcie (0,0) (wzor Maclaurlna) dla m=4.
Odp e" Siny=y+xy+%x2y—%y3 +}"4

Zastosowanie rozniczki w teorii bledow

Dana jest funkcja f wielu zmiennych. Wektorowy argument funkcji nie jest znany lecz dysponujemy

jego pomiarem x obarczonym bledem Niech x+Ax oznacza prawdziwg nieznang warto$¢ argumentu a

blad bezwzgledny pomiaru (wektorowego) nie przekracza b (Ax < b nieréwno$¢ wektorowa).

Wowczas

|f(X+AX)—f(X)|z|df(X,AX)|=Z|%(X)Ibl- :

Wytlumaczenie przyblizonego charakteru wzoru , kiedy to przyblizenie jest ,,dobre” i jak postapi¢ gdy przyblizenia nie jest zadowalajace.
Przyklad. Oszacowa¢ metoda rézniczki zupetnej bad jaki popelniamy obliczajac objetos¢ prostopadto$cianu o
krawedziach 4.1, 3.2, 8.4 zmierzonych odpowiednio z doktadnoscia 0.1, 0.1, 0.2. Odp. (btad bezwzgledny<

8.756, blad wzgledny 8% (wytlumaczy¢ jak rozumiemy blad wzgledny)
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Funkcje uwiklane

Przyklad 1.Rozwazmy réwnanie f(x,y)=0 np.x> +y? —1=0 iniech (a,b) spemia f(x,y)=0,
czyli f(a,b)=0
Pytanie: Czy dla dowolnego x €[—1,1] istnieje taki y(x), ze f(x,y(x))=01 y(a)=5b?

Niech (a,b)=(0,1). Woéwczas funkcja y(x)=+1-x? ;-1<x<I spelnia powyzsze warunki. Ale spetnia

. : . 1-x? xe[-LI]nQ . o ..

je takze funkcja y(x) ={_ m rel-l]A(R-0)° Dokladajac warunek ciggtosci funkcji y(x)
eliminujemy ten przypadek.

Jezeli (a,b)=(1,0), to nie istnieje funkcja y(x) bedaca rozwigzaniem problemu, ale istnieje funkcja x(y)
spetniajaca warunki zadania.

Powdéd. W punkcie (1,0) nie istnieje styczna Ax+By+C=0 dajaca si¢ rozwikla¢ ze wzgledu na y ale

daje si¢ rozwikta¢ ze wzgledu na x.

Przyklad 2.  Wersja liniowa twierdzenia o funkcji uwiklanej
X=(X,0X,) €R" y=(¥yry,,) €R”

Rozwazmy uktad m rownan z n + m niewiadomymi w postaci blokowe;j
X
[A, B] { } = [0] , gdzie A jest macierza o wymiarach (m,n) a B macierza o wymiarach (m,m)
y

Zatdzmy, ze B jest macierzg odwracalng (detB = 0). Wowczas
Ax+By=0 / B
y(x)=-B'Ax
Idea. Jezeli rozwazymy rownanie f(X,y)=0 z funkcja f € Ctl)[(a,b) przy czym (f(a,b)=0) , to

funkcja ta zachowuje si¢ w tym otoczeniu podobnie do pochodnej f '(a,b), ktéra jest
odwzorowaniem liniowym. Badanie tego odwzorowania (pochodnej) dostarczy informacji o
nieliniowej funkcji uwiktanej y = g(x) okreslonej rownaniem f{(x,y)=0 o wykresie lezacym w

otoczeniu punktu (a,b).

Twierdzenie o funkcji uwiklanej — wersja I.  Jezeli

e funkcja f{x,y) ma ciagle pochodne czastkowe Zl i Zl w otoczeniu punktu (xo,)o)
x oy

.0
o fwog0 i Lxgye)#0
oy

to
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1. dla kazdej dostatecznie malej liczby ¢ >0 istnieje taka liczba >0, Zze kazdej wartosci x z
przedziatu (xo-9, xo+0) odpowiada doktadnie jedno rozwigzanie y(x) rownania f{(x,y)=0 nalezace
do przedziatu (yo-¢, yote)

2. funkcja y(x) jest ciagta w przedziale (xo-0, xo+J) 1 ma w nim ciagla pochodna wyrazong wzorem

9P (x
! Ox ’y) :
y ()= =4, gdzie y=y(x)
& (ny

0 .
Dowdd (szkic) Bez straty ogolnosci zalozmy, ze al(xo , Vo) > 0( w przeciwnym przypadku mozna
y
zastapi¢ rownanie  f(x,y) = 0 rownowaznym rownaniem: - f(x,y)=0. Z twierdzenia o

0 o
lokalnym zachowaniu znaku funkcji ciaglej al(x, y) wnioskujemy, ze istnieje kwadrat
Y

0
K={xy):|x=x,<n, |y=y, <kn} w ktorym al(x,y) >0. Niech & <n.Pochodna
Y

0
al(xo ,¥) > O funkcji jednej zmiennej f(x,,y)jest dodatnia, wiec w przedziale(y, —&,y, — &),
4

funkcja f(x,,y)jest rosnaca. Skoro f(x,,7,)=0, to f(x,,y,—&)<0 a f(x,,y,+&)>0
(rysunek). Funkcje f(x,y,—¢) if(x,y,+¢&) sa ciagle w punkcie X, istniej wigc otoczenie
(x, —0,x, + 0) w ktorym obie zachowuja ten sam znak co w punkcie x,, . Mamy wigc
f(x,y,—€)<01i f(x,y,+&)>0dla xe(x,—0,x,+0).Niech x, € (x, —J,x, +0).
Ciagta i rosnaca funkcja f'(x,,y) przybiera na koncach przedziatu [y, — ¢, y, + &] warto$ci roznych
znakow, wigce istnieje doktadnie jeden punkt y(x,)taki, z f(x,, y(x,)) = 0, co konczy dowod
istnienia funkcji uwiktanej y(x). Prosty dowdd ciagtosei i rozniczkowalno$¢ funkcji y(x) mozna
znalez¢ ( Leja F. Rachunek rozniczkowy i catkowy)

Rézniczkujac  w otoczeniu punktu (xo , y(xo))

tozsamo$¢ f(x, y(x)) = 0 otrzymujemy

*) U ey | Of vy J(x)=0 |
oy

Yote [P E U R ax
a stad
5/'( (x)
P _ ‘ | o G
| y(x)= o,
o o)

Rdzniczkujgc ponownie (*)otrzymamy
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Of (x.y(x) N I (3 V() =0 / d

azf(x,y(x)) + azf(x,y(x)) y,(x) +(82f(x,y()r)) 8 f(x »(x)) I( )jy ()C)+%y”(x) = 0

o’ Oyox ox0y oy’
O feyen 0 f (xry(o) 0’ f (x, y(x)) O Gyt
+2 ! "(x)=0
82x2 ayax y(x) ( ( )) 8 y (x)
azfix,;(x»+282f(x,y(x>)y,(x) 0’ f(x y(x))( (x ))
"(x) = - 0°x 0yox
Y Of (x, »(x)
dy
o
Podstawiajac za y'(x) = —M otrzymujemy

2 (x, y(x))

2 2
O fyon( Of ey | ) 0* f r.y) Of o) Of ey N 0” [ r.yo) [af (x,y(x»j
o°x’ oy Oyox ox oy oy’ ox

Of (x, y(x) ’
oy

Tw.(o funkcji uwiklanej)-wersja 1. Jezeli f:R"™ o E — R" jest klasy C, (E — otwarty),

Y ==

(a,b)e E i f(a,b)=0 oraz f (a,b)= [A,,A ], gdzie A - odwracalna, to istnieja zbiory
otwarte U c R" i W < R" takie, ze V 3!, :f(x,y)=0, czyli réwnanie f(x,y)=0
okresla doktadnie jedna funkcje g: R" DU — R" taka, ze g(a)=b i V__, f(x,g(x)) =0.

Ponadto g jest klasy C,, i g'(a) = —A;IAX .

S0 Xy, x5, 75 02) =287 Fyax A, £3 a0 0y b o (o)

Np. n=3 m=2 f:{
So (X1, %5, X3, 1, 92) =Y, €08y =6y +2x — X5

f(a,b)=0"! Czy ten uktad réwnan ( rownanie wektorowe)

{fl(xl,xz,x},yl,yz)=2ey‘ + X —4x, +3=0
So(x1,X,X3, Y1, ¥2) =y, €08y, =6y, +2x —x; =0

okresla w otoczeniu punktu a funkcje uwiktang?

-4 0 3

i detA, =200
0 -1-6 1 g

1
Pochodna f'(a,b)=[A,A ]= {2

Whiosek. W pewnym otoczeniu U punktu a réwnanie f(X,y)=0 okresla w otoczeniu punktu a

funkcje uwiktang g: R’ DU — W < R” taka, ze g(a)=b i

11 -3 1oL g
3,2,7 A =
¢027)= 20{6 2}* { :

wlon w|—
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Przyklad. Wykorzystujac wzor Taylora znajdz przyblizenie funkcji uwiktanej y = y(x)
wielomianem stopnia trzeciego w otoczeniu punktu (x,,,) = (1,0). Funkcja uwikfana zadana jest

réwnaniem cos(xy) —x—2y=0.

W otoczeniu punktu (x,,y,) = (1,0) sa spelione zatozenia tw. o funkcji uwiktanej wigc rownanie
cos(xy) —x —2y =0 okresla w tym otoczeniu funkcj¢ y = y(x), przy czym y(1) =0.

y(x) =y +L2x-D+ 52 (x -1 + 52 (x =1 +1,

Kolejne pochodne funkeji y(x) w punkcie x, =1 wyliczamy rézniczkujac rownanie 1

(1) cosfaxy(x)]-x—-2y(x)=0,

1 otrzymujemy

@) =sinfy()][y(x) +xp'(x)] -1-2y"(x) =0,

a stad dlax =1 uwzgledniajac ze y(1)=0  otrzymujemy y'(1) = —1.

Rézniczkujgc rownanie 2 otrzymujemy

3)  —cosLxy()][y(x) +xp'(x)]* = sin[xp()][2y' (x) + 2" (x)] = 2" (x) = 0

a stad dlax =1 uwzgledniajac ze y(1)=01 y'(1)=—13 otrzymujemy y''(1) = —4.
Rézniczkujac réwnanie 3 otrzymujemy

sin[xp(0)][(x) +x' ()]’ =3 cos[xy()][y(x) + 1" ()12 (x) + 0" ()]
—sin[xy(x)][3y"(x) + 0" (x)] = 2y""(x) = 0 ’

a stad dlax =1 uwzgledniajac ze y(1)=0, y'(1) =—2,»"(1) = -1 otrzymujemy y"'(1) =—-2

8

(4)

Ostatecznie  y(x)=—-t(x—-1)—Lt(x-1)* -2 (x-1)’+r,

Ekstrema lokalne funkcji rzeczywistych

Def. Funkcja f: X DD — R (ae D - otwarty, X —przestrzen metryczna) ma w punkcie a

e minimum lokalne < 3, p Vo S (X) 2 f(a)
e minimum lokalne wlasciwe << 3, 4)cp Vicoiayxea S (X) > f(2).

Def. Funkcja f: X D D —> R (ae D - otwarty, X — przestrzen metryczna) ma w punkcie a

e maksimum lokalne < 3p,,cp Vo S (X) < f(2)

e minimum lokalne wlasciwe << 3, ,)cp Vycoiayxea S (X) < f(2).

Tw. (warunek konieczny istnienia ekstremum )
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Jezeli funkcja f: X © D — R ma w punkcie a € D ekstremum lokalne i istnieje w punkcie a

pochodna czgstkowa %(a) (i=1,..,n),to g(a) =0dai=1,..,n.
Ox; ox.

1 1

Dowdd. dla minimum

N 0 dlaz>0
fla+re)—f(a) J>0 dlaz> i@(a)istnieje. Stad@(a)=0-
; <0 dlar<0 ox, o,

1

Tw. (warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)
Jezeli f:R'>D>x— fix)e R
e jest klasy C 12) (tzn. ma drugie pochodne czgstkowe ciagle w D)

0
. l(a) =0,=1,...n;aeD
ox,
o d’fla, AX) > 0 (<0), VAX#0
to fma w punkcie a minimum (maksimum) lokalne wlasciwe
Dowéd. Z wzoru Taylora doktadnie jak dla funkcji jednej zmiennej mamy
fx)-fa)=-1d 2f(a+0(x—a),x—a)>0 VAx=0, gdy d°(a,Ax) > 0, gdyz z ciaglosci pochodnych rzedu
drugiego, dla ustalonych przyrostow druga rozniczka jest funkcja ciagla w a, wiec z twierdzenia o
lokalnym zachowaniu znaku d°f(a,x—x") i df(a+6(x—a),x —a) maja ten sam znak dla VAx=0
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Uzupelnienia z algebry

Niech V bedzie przestrzenig liniowa nad ciatem R liczb rzeczywistych. Forma dwuliniowg nad

nazywamy funkcje Q:V xV — R spehiajaca warunki:
OV, + v, W) = 0(v;,W) + O(V,,W) O(Av,w) = 20(V, W)
OV, W, +W,) = 0(V,W,) + O(V,W,) O(v,Aw) = AQ(v, W)

dla dowolnych wektorow v,, v, ,w,, W, i dowolnej liczby rzeczywistej A .

X N
Niech B ={e,,...,e,} bedzie baza przestrzeni V. Niech Xx=| : |i y=| : | oznaczaja wspolrzedne

xl’l yl’l

n n
wektorow v 1 W w bazie B tzn. v = inei 1w= Zyie/.
i=1 j=1

n n
Wowcezas Q(V,W) = ZQ(ei’e. DXy, = Zai/xi Y, » czyli warto$¢ formy dwuliniowe;j dla dowolne;
i,j=1 i,j=1
pary wektorow jest jednoznacznie wyznaczona przez jej wartosci na parach wektorow bazowych
a; =(0(e,e;); ij=1,....n, ktére tworza symetryczna (a, = a ;) macierz kwadratowa

a,

ay n
A:[ai/]: :

a a

nl “. nn
Przy ustalonej bazie B przestrzeni } mozemy traktowa¢ form¢ dwuliniowa jako funkcje
Q:R"xR" — R okreslong w przestrzeni wspotrzednych wzorem

o(x,y) = Zag/xiy_/ >

i,j=1
ktéry mozna takze zapisac jako

O(x,y) =x"Ay lub O(x,y) = (Ax,y)
gdzie <,> oznacza klasyczny iloczyn skalarny w R".
Przyjmujac w szczegolnosci X =y otrzymujemy z formy dwuliniowej tzw. forme¢ kwadratowa

n zmiennych rzeczywistych x,,..., x, ,czyli funkcje

@:R"3x— p(x) =0(X,X) = @(X,,...,X,) = Za!/xixA przy czym a;= a;

i,j=1
Oczywiscie forma kwadratowa ma przy ustalonej bazie przestrzeni ¥ ma doktadnie jedng

. . T . . .
reprezentacj¢ macierzowg p(X)=xX Ax = <AX, X> , gdzie A jest macierzg symetryczng.
Przyklad . Forma kwadratowa 3 zmiennych
3
2 2 2
o(x,,X,,X;) = Za”.xixj =a,,X; +ayX, +ax; +20,X%,X, + 20,,%,X; + 20,,X,X; =
i,j=1
a4y 4 4| X
=[x,x,%] ay ay ay | X, |

a3 Az iz || X
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Problem. Jak zmienia si¢ macierz formy gdy zmienimy baze przestrzeni V.

Oczywiscie przechodzac od starej bazy B = {e,,...,e,} donowej B = {e,,...,e,} okreslamy macierz

przejscia P = [pi/.J formulg e_'/ = z D€ 5J=1,....,n. Zwiazek miedzy wspolrzednymi wektora v w

i=1
starej i nowej bazie jest zadany rownoscia X = PX . Wstawiajac powyzsze do rownosci
- T 0 .
X' Ax=0(x,x) =0(v,v) =0(x,Xx)=X AX otrzymujemy

(Px) A(Px)=x (P'AP)x =x AX astad

A =P'AP.
Forme kwadratowa ¢ nazywamy
e nieujemna - gdy VxeR" ¢(x)>0
e niedodatnig - gdy VxeR" ¢(x)<0
e dodatnig - gdy VxeR" x#0 : ¢(x)>0
e ujemna - gdy VxeR" x#0 : ¢(x)<0

e dodatnio okreslong gdy 3c>0 VxeR" : ¢(x) 2c||x||2

e ujemnie okreslong gdy 3c>0 VxeR" : ¢(x) S—c”x”2

e nicokreslong - gdy 3xeR" p(x)>0 i JyeR" o(y) <0
Uwaga. W przypadku definiowania form kwadratowych na nieskonczenie wymiarowej przestrzeni
liniowej unormowanej nalezy odroznia¢ pojecia.
dodatnio$¢ formy i dodatnia okreslono$¢ formy
ujemnos¢ formy i ujemna okreslonos¢ formy
W przypadku przestrzeni skonczenie wymiarowych pojecia te pokrywaja sig. Jest to konsekwencja

zwarto$ci sfery jednostkowej w przestrzeni skonczenie wymiarowe;.

Badanie okreslono$ci formy kwadratowej jest szczegolnie proste, gdy macierz tej formy jest macierza
diagonalng. Méwimy wtedy, ze forma kwadratowa jest w postaci kanonicznej. Istnieje wiele metod
sprowadzania formy kwadratowej do postaci kanonicznej. Ponizej omowimy metodg Jakobiego,

wykorzystujaca tzw. przeksztalcenie tréjkatne.

a, o 4q,

Niech 4 = [ai/. ] =| : . : | bedzie macierza formy kwadratowej w pewnej bazie B.

a

nl nn

10
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an

. . . . . . asy

Def. Minorami wiodgcymi (odpowiednich stopni) macierzy | .
anl
an
. _ an ap as
nastepujace wyznaczniki D, = a,,, D, = ey D, =

ay Ay
a

Zat6zmy, ze wszystkie minory wiodace sq rézne od 0.

Szukaé bedziemy nowej bazy B = {e,,...,e,} postaci

€ = P&

€, = D€ + P,

en =plnel+.”+pnnen

ap,

axn
anZ

ap,

axn

anZ

,co odpowiada trdjkatnej macierzy przejscia

aln
aZn
nazywamy
a/m_
aln
aZn
al’lﬂ
Pu P  Pu
0 py - Py
0 0 Tt pl’lﬂ

W nowej bazie forma kwadratowa ma postac¢ z Oce, ,ef /)x;x_'/ . Szuka¢ bedziemy takiej bazy, aby

i,j=1

Oe,e;)=0dlai=;.

Latwo zauwazy¢, ze gdy Q(e},e_/) =0dlaj=1,...,i-1, to Q(e},ej/) =0 dlaj=1,...,i-1.

J J
Rzeczywiscie Q(ene_/) = Q(enzpk/ek) = zpk/Q(eiaek) =0.
k=1 k=1

Warunki Q(e},e_/) =0dla i=1,...,n; j=1,...,i-1 wyznaczaja wektory e, z dokladnoscia do statej.

Przyjmijmy wicc, ze O(e;,e,) =1. Wowczas O(e,,e,) = O(e., p,e,) = p, . Aby wyznaczyé postac

kanoniczng formy wystarczy wyliczy¢ przekatna p, ; i=1,...,n macierzy przejscia.

O(e;.e) =1 = O(pe.e)=1= p,g,=1= p, :ﬁ:[)%

, _ 0
{Q(e?,el) 0 :>|:all a,, }|:p12} :|: }: P =%
O(e,,e,)=1 Ay, Ay || Pxn 1

O (e,.e)

0 ap A |l Pk 0

0(e,.e,)

0 A Qe || P 1

= : Lo = DD =

Dk—l

Dy

b kzlﬂ

n
) o \ \ ) D 2
W nowej bazie B = {e,,...,e,} forma kwadratowa ma postac¢ ZD+‘xi .

i-1

Jako wniosek dostajemy.

11

~oh, przy czym Dy =1.
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Twierdzenie. (kryterium Sylvestera).

Forma kwadratowa @(x) =x" Ax jest dodatnia (dodatnio okreslona) < D>0 i=1,...,n.

Forma kwadratowa ¢(x)=x" Ax jest ujemna (ujemnie okreslona) < (-1)D>0 i=1,...,n.
Jezeli wszystkie minory wiodace D; sg rdzne od 0 i zmieniajg si¢ inaczej niz w powyzszych

przypadkach , to forma jest nieokreslona.
Przyklad. W bazie kanonicznej w R® dana jest forma kwadratowa

2 3 2|x
P(X,%,,%,) = 2X7 + X5 + x5 + 35X, +4xx, =[x, x%,,5] 2 1 0] x|
2
0
1

2 0 1] x
3
2 2 27
Minory wiodace sa rowne D, =2, D, = 5 i =—1. D=3 1 =1,
: 2 0
Pu Pn Pi
Macierz przejscia do nowej bazy jest postaci P=| 0  p,, p,; |. Kolejne jej kolumny sa
0 0  ps;
rozwigzaniami ukladow rownan
[2][1911 ] =1
_% 1| py 1
2 3 2| pys 0
21 0| py|=|0
12 0 1] ps; 1
7 0 %
Stad uzyskujemy macierz przejscia P=|0 —8 —12| ikanoniczng posta¢ formy
0o o0 =+

17

o 2 2 ) . . . )
o(x,,%,,%;) =3x —8x, ++-x; . Forma ta jest wigc nicokreslona.
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