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Ekstrema funkcji wielu zmiennych
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Przyklad Znalez¢ ekstrema lokalne funkcji f(x,y,z)=x+Z—+—+— (x-y-z#0)
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W punkcie P; macierz drugiej roézniczki ma postaé |—2 3 —2|. Z kryterium Sylwestera
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Ekstrema funkcji uwiklanych

Przyklad (wprowadzajacy) Zbada¢ ekstrema funkcji uwiklanej y = y(x) okreS$lonej réwnaniem

Sf(x,y)=0.
Zakladamy regularno$¢ funkcji f tak, aby wyliczone ponizej pochodne miaty sens, czyli, ze sg
spelnione zalozenia twierdzenia o funkcji uwiklane;.
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¥(x) ma ekstremum w punkcie x < (z WK) y'(x) =0< 3

Otrzymali$my wigc WK istnienia ekstremum funkcji uwiklanej
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o
a =0 Rozwigzujemy pierwszy uktad i dostajemy punkty krytyczne P,
WK | £(x,1) =0 dla ktérych sprawdzamy ostatni warunek.
0
g #0
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Badanie rodzaju ekstremum moze przebiega¢ za pomocg badania znaku y'(x) w otoczeniu punktu

krytycznego P lub badania znaku y"(x). Pierwszy sposob jest nieco klopotliwy. Nawet badanie
znaku formy kwadratowej wymagato specjalnego narzedzia — kryterium Sylvestera ( sg tez inne).

Rézniczkujac ponownie otrzymamy
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w punktach krytycznych y (x) - 0 wiec

6=~ ylko w punkcie krytyeznym

o
¥"(P)>0= y(x) maw punkcie x, minimum lokalne wlasciwe y(x,) =y,
Podobnie postgpujemy wyznaczajac ekstrema funkcji uwiktanej wielu zmiennych

Przyklad. Znalez¢ ekstrema funkcji uwiklanej z(x, y) zadanej rownaniem f(x,y,z)=0.
Przypusémy, ze sg spelnione odpowiednie zatozenia regularnosci (gwarantujace sens)
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WW: Badamy okreslono$¢ macierzy drugiej rozniczki 22 52 w punktach krytycznych.
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W celu wyliczenia powyzszych pochodnych czastkowych rozniczkujemy jeszcze raz odpowiednie

réwnania Of vz ) 4 Of .y 2 v OZ(x. ) Of v 260 4 Of vy 2. vy OZ(x. )

=0, =0 po odpowiednich
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zmiennych. W punkcie krytycznym P; dostajemy macierz liczbowa
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i badamy jej okreslonos¢ stosujac kryterium Sylvestera Jezeli np. oba minory katowe sg dodatnie (++),
to w punkcie Pfx;y;) funkcja uwiklana z(x,y) okre§lona w otoczeniu P; ma minimum lokalne
wlasciwe rowne z,).

Przykladowe zadania z funkcji uwiklanych

1. Znalez¢ ekstrema lokalne funkcji uwiktanej y(x) okreslonej rownaniem
a) x*-2xy+2y™+2x+1=0.
b) x’e-y*+1=0.

2. W dostatecznie matym otoczeniu punktu (1,y,) narysowac¢ wykres funkcji uwiktanej y(x)

okreslonej rownaniem x*Iny-ylnx = 0.

Ekstrema warunkowe

Np.: f:R*SE—>R E — otwarty
g:R*>E—>R ciagla

Oznaczmy E, = {(x,y) eE:g(x,y)= 0}
iniech (x,,y,) € E,, czyli E, —niepusty.

Rozpatrzmy funkcje fobcigta do £ :
Ekstremum funkcji f obcigtej do £, nazywa¢ bedziemy ekstremum warunkowym funkcji f* pod
warunkiem g(x,y) =0

Def. Funkcja f ma w punkcie (x,,y,) maksimum lokalne warunkowe wlasciwe

< HS(xo,yO)v(x,y)eS(xo,yo)mEo S, p) < f(x5¥0)
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Jak znalez¢ ekstremum warunkowe? (wprowadzenie do metody Lagrange’a)

Zakladajac, ze rownanie g(x,y)=0 okresla funkcje uwiklana y(x) problem sprowadza si¢ do
szukania ekstremum funkcji jednej zmiennej ¢(x) = f(x, y(x)). Zaktadajac regularno$¢

z WK istnienia ekstremum otrzymujemy ¢'(x) =0 < 6f g —y'(x)=0,
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Mozna zauwazy¢, ze rownanie pierwsze WK jest wynikiem rugowania parametru A z nastepujgcego
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Lewe strony sg pochodnymi czastkowymi funkcji L(x, y,4) = f(x,y)+ Ag(x,y)
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Badanie sprowadza si¢ do badania funkcji Lagrange’a L(x,y,A) z mnoznikiem Lagrange’a A .
Metodg t¢ mozna uogdélni¢ dla funkcji wielu zmiennych.

Metoda mnoznikow Lagrange’a

f:R"D>DE—>R
g:R"D>E—>R" m<n
E, = {x eE:g(x)= ()}: {(xl,...,xn) eE:g(x,..,x,)=0,.,g (x,.,x )= 0}

Szukanie ekstremum funkcji f pod warunkiem g(x)=0

Algorytm: Tworzymy funkcje Lagrange’a
L(X, s X, s Ay A,)) = (X X,)) + 4,8, (X ey X))+ o+ A, 2, (X 5ees X))
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Warunek wystarczajacy. traktujac mnozniki A jako parametry wyznaczy¢ w punktach krytycznych

druga rozniczke d 2L(()c, i),Ax) P2y Przy czym przyrosty Ax spelniaja uklad rownan

[g’(x’ l)]nixn [Ax] = [O] .
Wyznaczajagc m przyrostow jako funkcje n-m pozostatych przyrostow badamy okreslonosé
d 2L(()c, ), Ax) jako funkcje n-m przyrostow, czyli forme kwadratowa n-m zmiennych, czyli badamy

okreslono$¢ macierzy tej formy.

Przyklad Znalez¢ ekstrema f(x,y)=xy przy warunku g(x,y)=x+y—-1=0
e | metoda rozwiktywania ograniczen:
gx,y) =0 y=1-x

]N"(x) = f(xl-x)=x(1-x)=x—-x" ]7 ma w punkcie x, =+ maksimum lokalne, wiec f' ma w
punkcie (4 ,5) ma maksimum lokalne warunkowe

e |l metoda Lagrange’a:
L(xayaﬂ’)zf(xay)—i—ﬂ’g(xay)zxy+ﬂ’(x+x_l)
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d? L((%,%,—%)(Ax, Ay)) =2AxAy -(forma nieokre$lona)
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Wstawiamy uzyskang zalezno$¢ do drugiej rozniczki d 2L((x, y,/”t)(Ax,—Ax)) p = 20x(-Ax) = —2(Ax)?
otrzymujgc forme¢ kwadratowa (przyrostu Ax) ujemnie okre§long. Wobec tego f ma w punkcie
(4 ,3) maksimum lokalne warunkowe.

Ekstrema globalne.

f:R"D2E—>R
Def:  Funkcja fma w x° € E maksimum globalne wlasciwe < V __. f(x) < f(x°).

x#x°

Jezeli funkcja jest ciagla na zbiorze zwartym E, to z tw. Weierstrassa wynika, ze istniejg w zbiorze £
punkty, w ktérych funkcja osiaga ekstrema globalne (kres gorny i kres dolny zbioru swoich wartosci)

Algorytm poszukiwania ekstreméw globalnych:

1. poszukujemy punktéow krytycznych w int £ (wnetrze):
- punkty, w ktorych zeruja si¢ pochodne czastkowe
- punkty, w ktérych pochodne czgstkowe nie istniejg
2. ,przeszukiwanie brzegu g(x)= 0" (szukamy punktow ekstremalnych funkcji przy warunku

g(x)=0)

W krokach 1 1 2 znajdujemy punkty krytyczne, w ktorych funkcja moze mie¢ ekstrema globalne.
Jezeli w wyniku tych poszukiwan otrzymamy skonczong ilo$¢ punktow, to wyznaczamy wartos¢
funkcji w tych punktach i wybieramy najwigksza 1 najmniejsza warto$¢.

Uwaga. Nie ma powodu, aby w punktach krytycznych sprawdzaé, czy funkcja ma w tych punktach
ekstrema lokalne czy warunkowe- nie stosujemy wigc WW dla ekstreméw lokalnych czy
warunkowych, wystarczy ze skonczonej listy wybra¢ warto$¢ najwigksza i najmniejsza.

Przyklad. Znalez¢ najmniejsza i najwigksza ) wartosé funkcji flx,y)=xt*-xptx+y w trojkacie

domknigtym ograniczonym przez proste x=0, y=0, x+y+3=0.
Odp. Max = f{(-3,0)=£(0,-3)=6 Min=f{-1,-1)=-1



