Automatyka i Robotyka —Analiza — Wyktad 14— dr Adam Cmiel — cmiel@agh.edu.pl
Calki podwojne i potrojne

x(t
Niech r:[a, f]3t —>r(t) ={ ((tﬂ € R” bedzie ciagly funkcja wektorowa.
y

Def. Zbior K = {r(t):te[a, ﬂ]} nazywamy krzywa plaska, a funkcj¢ r nazywamy parametryzacjg
krzywej ptlaskiej. (inaczej -krzywa, to ciagly obraz odcinka)

Jesli dodatkowo zatozymy, ze r jest roznowartosciowa, to K nazywamy lukiem zwyklym.
Jesli parametryzacja r jest rézniczkowalna w sposob ciagly (czyli x(z), y(¢) e C[la, 5)) oraz
Vtela, ] r'(t)#0, to K nazywamy tukiem gtadkim.

Def. Luk regularny, to tuk zwykly i gladki.
Krzywa regularna, to krzywa dajaca si¢ podzieli¢ na skonczong ilo$¢ tukoéw regularnych.
Krzywa zamknieta, to krzywa, dla ktorej r(a) =r(f).

Def. Obszar plaski D € R, to otwarty i spéjny podzbiér plaszczyzny.
Brzeg obszaru, to zbidr jego punktow skupienia nie nalezgcych do obszaru.
Obszar domknigty, to obszar z brzegiem.
Obszar wielokatny, to obszar ograniczony skonczong liczbg tamanych.
Pole obszaru wielokatnego — intuicja (suma pdl trojkatow na ktore mozna podzieli¢ wielokat)

Pole (miara Jordana) obszaru plaskiego
D — obszar domkniety i ograniczony

A —wielokat zawarty w obszarze (4 < D)
B —wielokat nakrywajacy obszar (B D D)

‘A‘ —pole wielokata 4 B
‘B‘ —pole wielokata B
A <8
Istnieja wiec kresy: |D* = sup |A| i ‘D* = inf|B|
AcD, A wielokat B> D, wielokat

*

Def. Jezeli ‘D*

:‘D*

nazywamy jego miarg Jordana, czyli polem.

D,

, to obszar D nazywamy mierzalnym w sensie Jordana, a |D|= =‘D

Dowodzi si¢, ze prawdziwe sg nastgpujace warunki

Tw.(WKW mierzalno$ci) Obszar ptaski i ograniczony jest mierzalny w sensie Jordana <> brzeg da si¢
pokry¢ skonczong liczbg wielokatow o dowolnie matym (sumarycznym) polu. Inaczej, brzeg
musi by¢ zawarty w wielokacie o dowolnie matym polu.

Tw.(WW mierzalnosci). Jezeli obszar D jest ograniczony i jego brzeg jest suma skonczonej ilosci

krzywych cigglych postaci y = f(x) lub x = g(y), to D jest mierzalny w sensie Jordana.

Tw.(WW mierzalno$ci).Jezeli obszar D jest ograniczony skonczong liczbg zamknigtych krzywych
regularnych, to jest mierzalny w sensie Jordana.
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Calka podwdjna

Niech: D € R* bedzie plaskim ograniczonym obszarem domknietym o brzegu bedacym krzywa
zamknieta o polu zero (czyli mozna ja nakry¢ wielokatem o dowolnie matym polu)

Dzielimy obszar D skonczong iloscig krzywych o polu zero

na obszary P,...,P, o rozlacznych wnetrzach uzyskujac

podziat # ={P,,..,P,} D=P U..UP,

i#j=>inth NintP, =&

Przez |P| oznacza¢ bedziemy pole obszaru P, .

Srednica zbioru 4 c X (X-przestrzen unormowana) nazywamy: d(A4)= sup ||x y|| =sup p(x,y).

x,y€eA x,y€eA

Srednica podzialu ¢ nazywamy liczbe d(9) = max d(P).

Niech f:R*>D— Rz.Wybierajqc w kazdym zbiorze P, punkt (x;,y,)€ P tworzymy sumg

1

Def. Liczbg rzeczywista [ nazywamy catkg podwojng funkcji f po obszarze D gdy
PWACHAIAR

i=1

- [[£Ge.y)dP =[] £(x,p)dxdy = Tim Z f(x,9)-|P]

V0350,V

d@)<5=

< .
(X3t S€& 1 oznaczamy

d(9)—0

Def. (yputeinezo) Liczbe rzeczywista / nazywamy calkq podwojng funkcji f po obszarze D jezeli dla
kazdego normalnego ciagu podziatow ¢, ciag odpowiadajacych sum catkowych o, zbiega
do I niezaleznie od wyboru punktéw ,,posrednich”.

Podobnie jak w przypadku pojedynczej catki Riemanna mozna zdefiniowaé¢ sumy Darboux goérna
S(f,?)i dolna s(f,9) oraz ich kresy — catki gorng i dolng. Pojecia te pozwalajg tatwo wykazaé

nastgpujace warunki catkowalnosci:

WKW fjest catkowalna na D<Ve>039: S(f,?)-s(f,P)<¢

WK  Jezeli funkcja okreslona na ograniczonym obszarze jest catkowalna, to jest ograniczona.
WW  Jezeli funkcja jest ciggta w D, to jest calkowalna.

WW  Jezeli funkcja jest ograniczona na D 1 ma niecigglo$ci na skonczonej liczbie krzywych o polu
zero, to funkcja ta jest catkowalna na D.

Wilasnosci calki

1. Jezeli funkcja jest catkowalna na D i zmienimy jg dowolnie z zachowaniem ograniczonosci
wzdluz krzywej o polu rownym zero, to otrzymana funkcja jest takze catkowalna i catki obu
funkcji sg rowne.
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2. Jezeli obszar D podzielmy krzywa o polu zero na obszary D, i D, , to funkcja jest calkowalna na
D<>funkcja ta jest catkowalnana D, 1 D, oraz

[[ £ Ceoyydedy = [] £ (e, yydxdy + [ £ (x, y)dedy.

D D,

3. Jezeli funkcja f jest catkowalna na D i keR, to funkcja (kf) tez jest catkowalna na D i
[[#f (e, )y = k[ £ (x, y)dxy.
D D

4. Jezeli funkcje f i g sa calkowalne na D, to f+g tez jest calkowalna na D i

[[(rCe,p) + g, ) dedy = [[ (e y)edy + [[ g(x, y)aedy

5. Jezeli funkcje f i g sa calkowalne na D, i f(x,y)<g(x,y) na D, to wowczas
[[ £ (x, y)dxdy < [[ (x, y)ddy
D D

6. Jezeli funkcja f jest catkowalna na D, to ‘ f ‘ tez jest calkowalna na D i

[[£ G,y < [[|.£Cx, y)ldxedy.

b

7. Jezeli funkcja f jest catkowalna na D, i m < f(x,y)< M, to m‘D‘ < ”f(x, y)dxdy < M‘D
D

1
czyli istnieje u = ﬁ I I f(x,y)dxdy - warto$¢ $rednia funkcji f'na zbiorze D.
D
8. Jezeli funkcja fjest ciagla na D (zwartym i spéjnym), to 3 .. . - £ = f(x*, y*) - czyli istnicje

punkt, w ktorym f przyjmuje warto$¢ $rednia, czyli I I f(x,y)dxdy = f (f*,n*)\D‘ .
D

Obliczanie calek podwdjnych

Tw.(o zamianie catki podwojnej na iterowang — wariant dla prostokata) Jezeli

o f:[a,b]x[c,d]— R jest calkowalna oraz

d
® VYV . istnieje I(x)= J.f(x, y)dy,

b|d
to funkcja 7(x) e R([a,b]) i [[ f(x,y)dxdy = | { [rex, y)dy}dx (catka iterowana - calka  catki).

[a,b]x[c,d]

Dowéd. Z zalozonej calkowalnos$ci funkcji ' na prostokacie P wynika, ze mozemy podzieli¢ prostokat P na nm
prostokatow dzielac przedzial [a,b] na n przedziatéw a przedzial [c,d] na m przedziatéw tak, aby sumy
gorna i dolna réznity si¢ dowolnie mato. Oznaczmy przez

M. = sup f(,y);, m, = inf f(x,y) Woéwczas dla  dowolnego

y y
E . X, <X<x.;y.  <y<y.
Xig <)g<x’v,yj7l <y<yj i-1 i) j-1 Y }/

d m Vi
& elx,,x;] mamy I(;)= jf(«f,, y)dy = z Jf(«f, ,¥)dy . Z twierdzenia o wartoci $redniej dla

=1 YVj-1
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Vi

catki Riemanna mamy m;Ay; < .[f(.fi,y)dy SMAy;, j=l..m Wobec  tego
Yi-1

2mAy; SIE)S Y My, .

J=1 J=1

Mnozac kazda z tych nieréwnosci przez Ax; i sumujac po i otrzymujemy

n m n m

n d
sziij[ij SZ[J-f(fwy)dy]Axi SZZM[ij[ij .

i=1 j=1 i=l % i=l j=1

Gdy $rednica podziatu zmierza do 0, to skrajne sumy zmierzaja do j f(x,y)dxdy a srodkowa do
P

b d
[U] 7Gx, v)dyiax

c

Uogdlnienie

Niech D ={(x,y):a<x<b, p(x) <y <w(x), @, — ciagle} bedzie trapezem krzywoliniowym

Def. Obszar normalny wzgledem osi OX, to obszar, ktérego rzut na 0§ OX jest przedziatem [a,b] i

kazdy przekrdj prosta x=x , xo€ [a,b] jest przedziatem [ ¢(x), y(x)]

Tw.(w wersji dla obszaru normalnego) Jezeli

e f:D — R jest catlkowalna na D oraz
w(x)
. ‘v’xe[a,b] istnieje /(x) = .[f(x, yv)dy,

»(x)

bl w(x)
to funkcja 7(x) € R([a,b]) i J' j £(x, y)dxdy = J' [ J' f(x, y)dy]dx.

a

P(x)
Dow. Obszar D mozna nakry¢ prostokagtem P (bo D — ograniczony) P o> D

f(x,y)  (x,y)eD

f*(x’y):{o (x,y)€ P\ D

J. J. f(x,y)dxdy = J. J. f *(x,y)dxdy ..., (bo mozna podzieli¢ obszar P na 3 obszary, przy czym w

D P

dwoch z nich funkcja f jest zerem i stosujemy poprzednie twierdzenie:

bl p(x) w(x) d »[wix
:J'{ J'f*(x,y)dy+ If*(x,y)dy+ If*(x,y)dy:ldx =J’{ If(x,y)dy:ldx

c P(x) v (x) @ (x)

a
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Przyklad. Zmieni¢ kolejnos¢ catkowania

F s

jﬁf(x, y)dy}dx = ” f(x,y)dxdy =

2K

= [[ £ Geoyydxdy + [[ 1 (e, y)ddy = .

= y=xXx—>Xx=)
y=2x—>x=1y

4

=”jffuyﬂx@+j%fuyﬂx@

Y

9
Foal

1] 2

Jezeli obszar nie jest normalny, to dzielimy go na skoniczong liczb¢ obszarow normalnych i dodajemy

catki.

Zmiana zmiennych w calce podwojnej

x =x(u,v)

y=y(u,v)

(u,v) € A —otwarty, spdjny.

Funkcja wektorowa: T’ 12{

W

Zatoézmy, ze T jest rézniczkowalna w A (czyli istnieja ciggte pochodne czastkowe w A )

Ox Ox
af A A
i jakobian: J =M=det u v Ix0wA.
o(u,v) y
ou Ov

Przy powyzszych zatozeniach mozna dowies¢, ze T przeksztalca obszar na obszar i luk zwykly na

hluk zwykly.

Niech A, D bgda domknigtymi obszarami regularnymi (dajgce si¢ podzieli¢ na skonczong
ilo$¢ obszarow normalnych).
x=x(u,v
- { (1)
y=yu,v)

Ponadto f: D — R - ciagla (wigc ograniczona z ograniczonos$ci obszaru)

odwzorowuje obszar regularny A na obszar regularny D.
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Tw. Jezeli 1° T jestklasy C' w obszarze nakrywajacym A

2° T:intA — D jest roznowartoSciowa (T nie musi by¢ roznowartoSciowa na

brzegu A)
30 72209 L0y intA
O(u,v)

4° f: D — R jest ciagta na D (wiec takze ograniczona)

to: .[;[f(X, y)dxdy = .[Ajf(x(u,v),y(u,v)*g((z—”i})) dudv

Transformacja biegunowa

F
r &3) T - X =rcosQ 0<r<w
v y=rsing 0<p<2rm
0w

o
J:(?(x,y) _|or op| _ C?S(P —rsme =rcos’g+rsin’p=r (J#0dar=0)
o(r,p) | | |sinp rcose
or O
A =
=f{z3)=0
[ﬁ V={.n2):xyeD 0<z< f(x,p)}

/ 7 V] = [[ £, y)dxdy
L D

Przyklad Obliczy¢ obj¢tos¢ bryty wycigtej walcem z kuli

Walec: x* +y° = Rx & (x—£)% + p? = (8)?

Kula: x> +y° +2z° < R’
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Bryta

Vivaniego:

- gbrna

BTy potowka

4

V=2H«/R2—x2—y2dxdy= NEICOSP Ly ”w/RZ—rZrdrd(p:..
D y=rsing _rgpis

2
0<r<Rcos¢

J=r

mzzil:RTw /Rz_r2rdr}d(p: i[ %(R2 r)?

1
2

Rcow:|d¢=%R3 j‘(l_‘sin3 ¢)‘)d¢=

:§R3j(1—sin3 ¢>)d¢>=%R3(37r—4)-
0

2du‘7

0 _(x-m)
Jak obliczy¢ zbiezng catke niewtasciwg [ = I e 2 dx= { }
dx = O'du 1/27z

N

12=T ! ei7duji ! ev;dvzjiie 22:{u=rcos¢)}:T@ Tezrdr
0

27 27 y 27T v=rsin @ o 27
® o
=[e 2rdr=tt="y=[edr =1
0 2 0
2 *(H?z o u?
e 2 dx=

ei7du=l; VmVo>0.

Podobnie [(4) = [1edr = {t = x*} = 2 ™™ dx=2@ =
0 0
gdyz

I’ = T de‘ Vdy = J‘J‘ D dy = J‘d(pJ‘ rdr=§J.e’2rdr=§Te“du=%,
0 0

0 [0, oo) 0

a stad I:IexdeZ%.
0
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Calki potrojne

Miara Jordana -objeto$é-obszaru przestrzennego) VR’

Podobnie jak dla obszaru ptaskiego definiujemy obszar wieloscienny — obszar ograniczony skonczong
liczba ptaszczyzn i powtarzamy poprzednig konstrukcje.

Tw. (WKW mierzalnosci objetosciowej) Obszar przestrzenny VR’ jest mierzalny w sensie Jordana
< brzeg da si¢ pokry¢ skonczong ilo$ciga wieloScianow o dowolnie matej (sumarycznej)
objetosci.

Tw.( WW mierzalno$ci objetosciowej) Jezeli VeR® jest ograniczony skonczong liczbg powierzchni
z=f(x,y), y=g(xz) lub x=h(y,z), (f,g,h—ciagte okreS§lone na zbiorze
ograniczonym), to ¥ jest mierzalny.

Tw.( WW mierzalno$ci objetosciowej) Jezeli VeR® jest ograniczony skonczong liczbg powierzchni
gladkich o réwnaniach

x(u,v)

S:r(u,v)=| y(u,v) (u,v) € D —obszar domkniety i ograniczony i rzad (r' (u,v))=rzad

z(u,v)
Ox Ox
Ou ov
¥ | . : . .
= = | =2, bez punktow wielokrotnych, to V jest mierzalny.
0z oz
Ou ov

Niech f: RS>V >R bedzie funkcjg okreSlong na ograniczonym obszarze domknietym V o
brzegu miary Jordana 0, (czyli na obszarze majagcym objetos¢). Podobnie jak w konstrukeji catki
podwdjnej dzielimy obszar V' powierzchniami o objgtosci 0 na obszary V,,...,V, uzyskujac podziat P

n

oraz tworzymy analogiczng sum¢ catkowa:

Zf(xi,yi,zi) | V.| 1ijej granice o ile istnieje

i=1
W uproszczeniu: J._”.f(x,y,z)dxdydz = }ngZf(xi Yz )V
7 ~Via

WK i WW catkowalnosci oraz wlasnosci catki potrojnej sa analogiczne do przypadku catki podwdjnej

(zastepujgc: krzywa — powierzchnia, zbior plaski — zb. przestrzenny)

Zamiana calki potrdojnej na iterowang
Tw: (wersja A dla prostopadioscianu V =[a,b]x[c,d]x][e, f]) . Jezeli
e f:V — R jest catlkowalna na V'

o Vouw (0= j J’ f(x, v, 2)dydz istnieje,
[e.d]x[e,f]
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to I(x)e R([a,b]) i J.”f(x,y, z)dxdydz =j).[ ”f(x,y, Z)dde]dx .
v le.d

Ke.f]

a

Tw. (wersja B dla prostopadloscianu V' =[a,b]x[c,d]x]e, f])). Jezeli
e f:V — R jest catkowalna na V/

A
o V(x,y)ela,b]x[c,d] I(x,y)= J' f(x,v,z)dz istnieje,

A
to /(x,y) jest catkowalna na [a,b]x[c,d] i J.J.J.f(x,y, z)dxdydz = J.J. {[ f(x,, Z)dZ]dxdy.
4

[a,b]x[c,d]|_e

Uogolnienie powyzszych twierdzen.
V' — obszar jak w definicji catki potrojnej (ograniczony powierzchniami o mierze 0)
T — prostopadto$cian nakrywajacy V (V < T)

fS(x,p,2) dla (x,y,z)eV
f*(xay,Z)=
0 dla (x,y,z)eT\V

Z whasnosci calki otrzymujemy rownosé _[ ” f(x,y,z)dxdydz = _[ ” f*(x,y,z)dxdydz .
14 T

Oznaczmy: P, ={(,z):(x, y,z) €V} - przekroj obszaru ptaszczyzng prostopadia do osi X .

Tw. (wersja A dla obszaru zawartego miedzy plaszczyznami x =a i x =b). Jezeli

e f:V — R jest calkowalna na V'
o Yoy 1(0)= j j f(x, v, 2)dydz istnieje, to 1(x)e R((a,b]) i
P

b

I .[ .[ J (%, y, 2)dxdydz = I[”f (x, 7, Z)dydz}dx :

a

D ={(x,y):3. :(x,y,z) € V} - rzut obszaru przestrzennego } na plaszczyzng¢ XY.
P, =1z:(x,y,z) €V} - przekroj obszaru V prosta rownolegla do osi Z wystawiong w punkcie (x,y)

Tw.  (wersja B dla ogoélnego obszaru). Jezeli
e f:V — R jest calkowalna na V'

o Vi ()= If(x, v,z)dz istnieje,

L e0)

to I(x,y) jest catkowalnana D i ” f(x,y,z)dxdydz = ” .[ f(x,y,z)dz |dxdy .
V

D A

a<x<b

Np. V:ip(x) <y <y(x) o,y, A, B — ciagte
A(x,y)<z<B(x,y)
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b |w(x)| B(x,y)
11 e, vt = J{ ; { P >”

a | o) [ A(x.y)

Zamiana zmiennych w calce potrojnej

Tw.  Jezeli
x=x(u,v,w)
1° transformacja T =< y = y(u,v,w) jest klasy C' w obszarze obejmujgcym Q
z =z(u,v,w)
2° T:intQ—V jest roznowarto$ciowa (7T nie musi by¢ réznowartosciowa na brzegu €2 )
ox Ox Ox
ou v ow

SR LR O BN

o(u,v,w) |Ou Ov oOw
oz o

ou ov ow
4° f:V — R - ciagla (wigc ograniczona)

o(x,y,z)

to [[[ £y 2)dxdvdz= [[[ £ (xtatsvw), ot vow), 2(a,v, wﬂ S v

Wspolrzedne walcowe i sferyczne

A Z

(r, ¢, z) - wspohrzgdne walcowe

P X=rcosQ
y=rsing

¥ z=1z

J=r

(r,9,0) - wspolrzgdne sferyczne

 P(xy,2) x=rcos@cosp O0<r<oo
y=rcosfsing 0<¢p<2x
— rsin®
, Z=rSm —%S@S%
J =r*cosf

Zastosowania calek
o  Objectos¢ obszaru |V |= Ijjdxdydz
14

e  Masa bryly o gestosci p(x,y,z) m= ”I p(x, y,z)dxdydz
Vv

e Pole powierzchni okre$lonej rownaniem parametrycznym 7 =7 (u,v); (u,v) €D

1= [, <t
D

10
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W szczegolnosci jezeli plat jest wykresem funkcji: z = f(x,y) ,to

X=U

y=v (u,v)e D ro= [I,O,Q} r,o= [O,l,@}
ou ov
z=f(u,v)
i j ok
r\_[ o & AN AN
Pxi=l1 0 < =[——,——,1} 1s|= ] 14{—) +[—j dudy
ou ou Ov D ou ov
01 &
L ov |
e  Momenty statyczne i wspotrzedne srodka masy
np. MS = _[”Z p(x,y,z)dxdydz , z, = M5, itd
. Xy ) L&) s C m .

e  Momenty bezwladnosci np. [, = _Uj(y2 +2%) p(x, y, z)dxdydz
V

1y, = I”zz p(x,v,z)dxdydz
V

e iwiele innych

11



