Automatyka i Robotyka —Analiza — Wyktad 15 — dr Adam Cmiel — cmiel@agh.edu.pl

Calka krzywoliniowa nieskierowana

Niech K bedzie ptaskim lub przestrzennym tukiem gltadkim o parametryzacji:

x=x(1)
K:iy=y(t) a<t<pf (wektorowo r=r(t);a<t<f)
z=2z(¢)

Uwaga: Zalozenie gladkosci (x(2), y(¢),z(t) € C[la, 51) gwarantuje prostowalno$¢ tuku (prostowalny,

tzn. posiada dtugos¢)

Oznaczenia
o P={t),t,..t,}, gdzie a=t, <t <..<t = [ oznacza podzial odcinka [c,f] na n
podprzedziatow.
e d?)= rlggic{ti —t,,} $rednia podziatu

- A
Podziat ¢ indukuje podziat krzywej punktami 4, =7 (z, ) A A .

AD
e w kazdym z przedziatow [t,_,t,] wybieramy punkt posredni ¢, €[t, ,,¢,] k=1,...,n.
Punktom ¢, odpowiadaja punkty A, na krzywe;j.
Oznaczmy przez Al, = Ar, dlugos¢ tuku 4, 4, .

o A= VWO ('O +0)di= [[F @

k-1

Niech f* bedzie funkcja ograniczong na tuku gladkim K.

Def. Catkg krzywoliniowa niezorientowang funkcji f po tuku K definiujemy (niezbyt precyzyjnie)

wzorem: J f(x,y,2)dl = d(l}r)noz f (AZ )AI (= lim ' f (F(t,t ))Ark o ile granica powyzsza jest
e =005 k=1

d(9)—0
skonczona i nie zalezy od podziatu & i od wyboru punktéw posrednich.

> Gl -1

<g.

Dokladnicj: 1= [ f(x,y,2)dl < Ve 35 V9 Vity} d(@)<5=
K

Z definicji catki krzywoliniowe] nieskierowanej i z wlasnos$ci granic otrzymujemy nastgpujace

wlasnos$ci (przy zatozeniu istnienia odpowiednich catek):

o [(froxi=]rdi+[ed

. J'(cf)d1=cj'fd1 ceR
K K
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© K=K U..UK, = [fdl=)[fdl, Ki..K,-luki gladkic
K

i=1 K;

Tw. (o zamianie catki krzywoliniowej nieskierowanej na catke Riemanna)

Niech: /' bedzie funkcja ciagla na luku gladkim K o parametryzacji 7 =r(t); a<t<pf.

Wowezas [ £(7)dl =f f(f(t))\f'(t)\dt.
K a

W szczegoblnosci dla n=3 (przypadek krzywej przestrzennej) mamy

B B
[£@yai=[ fE@)|F @fde = £(x0). y0). ZONEO) + ' ©O) + (@) de
K a a

Rownania parametryczne niektorych tukow:

1. Odcinek o koficach A(x,y,,z,) B(x,,y,,2,)

x(1)=x; +1(x; —x)

y@O) =y, +t(y, —y) 0<t<1
zZ(t)=z, +t(z, — z,)

2. Okrag o $rodku S(x,,y,) ipromieniu R

t)=x,+ Rcost
MO =%+ RSty g
y(t) =y, + Rsint
3. Elipsa o $rodku S(x,,y,) ipdtosiach a,b

{x(r)zx0 +acost 0<1<2r

y(t) =y, +bsint

4. linia $rubowa o skoku k nawinieta na walec
x(t)=x, + Rcost
y(t)=y, + Rsint

z(t) =2t
Zadanie. Sparametryzowac krzywa Vivaniego

Przyklad. obliczy¢ Ixzydl , gdzie K — czes¢ okregu x° + y° = 4 w I-szej ¢wiartce

K

) x=2cost
e [ parametryzacja: {

y=2sint

o
IA
~
IA
DN

2 ; 3 . 1
.[xzydl = .[80052 tsint\/(—2smt)2 +(2cost)’dt = .[16cosz tsintdt = ?6
K 0 0
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x=t
o [l parametryzacja: 0<¢L2
{y:x/4—t2
r 2 ) r 16
[x?ydi=[N4=0 |17 +| ——=—=| dt=2[r*dt=—
42 3
K 0 2V4 ¢ 0
Zastosowania

masa tuku materialnego o gestosci liniowej p(x,y,z) m= I p(z,y,z)dl
X

momenty statyczne i wspotrzedne srodka masy tuku materialnego

Moy =[2G 3.2l M 1o, = [yp(z,3,2)dl My, = [xp(z,,2)dl
K K

K

, M M M
$rodek masy x, = —29% y =Xz , _ __XOV
m m m

e nategzenie pola grawitacyjnego wytworzonego przez tuk materialny
e natgzenie pola elektrostatycznego wytworzonego przez tuk materialny naelektryzowany
1 F—",

4zey L[~ 7|

tadunkiem o gestosci liniowej A: E = T A(F)dr

Calka krzywoliniowa skierowana (zorientowana)

Jezeli na uku K okreslono poczatek i koniec (czyli kierunek) to tuk nazywamy zorientowanym. Luk

o orientacji przeciwnej do K bedziemy oznaczaé: -K. Jezeli ze wzrostem parametru poruszamy si¢ po
tuku zgodnie z orientacja, to parametryzacje nazwiemy zgodng z orientacjq.
B

Fr=r(t) ast<p

r(a) = A poczatek

parametryzacja zgodna
r(f) = B koniec

Powyzszy sposob rozroznienia orientacji nie stosuje si¢ do krzywych
zamknigtych, gdyz poczatek krzywej zamknigtej pokrywa si¢ z jej
kofcem

Umowa. Orientacj¢ plaskiej krzywej zamknigtej uznajemy za
dodatnig jezeli poruszajac si¢ po krzywej zgodnie z orientacjag mamy
wnetrze obszaru ograniczonego przez krzywag po lewej stronie-

(inaczej - przeciwnie do ruchu wskazowek zegara)
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Plaskie pole wektorowe w obszarze D — R” to funkcja wektorowa
F(x,) = (P(x,),0(x, 7).

Przestrzenne pole wektorowe w obszarze V' < R” to funkcja wektorowa
F(x,y,2)=(P(x,y,2),0(x,,2), R(x,7,2)).

Jezeli sktadowe P,Q,R sa ciagle, to pole wektorowe nazywamy cigglym, a jezeli sktadowe P,O,R maja

ciaggle pochodne czastkowe, to pole nazywamy rézniczkowalnym w sposob ciagly (klasy C ! ).

Oznaczenia
e K —1luk zorientowany o parametryzacji 7 =7 (t) t €[a, ] zgodnej z orientacjg.
o P={t,,t,.,t,} a=t,<t <..<t,=[ -podzial,
e d(?)- érednica podziatu
. t,f €lt,,,t,] k=1,...,n - punkty posrednie

A4 =7(t) i=0,..,n,

A =F(]), k=1,..n

Ar, =7 (t,)—r(t,,)

Def. Niech F bedzie ptaskim lub przestrzennym polem wektorowym na tuku zorientowanym K.
Catka krzywoliniowa zorientowana (skierowana) pola wektorowego F po luku zorientowanym

K definiujemy wzorem:

-4 n _.( N ) _
KFOdr:d(lggokZ;F r(t;))e Ar,

o ile granica jest skonczona i nie zalezy od podziatlu ¢ wyboru punktow posrednich.

Po rozpisaniu na wspolrzgdne mamy dla

n=2 j Fodr= j P(x, y)dx + O(x, y)dy F=(P,0) dF = (dx,dv)
K K

n=3 j Fodi= j P(x,v,2)dx + O(x, v, 2)dv + R(x, p,2)dz , F=(P,0,R) , dF =(dx,dy,dz)
K K

Interpretacja fizyczna

Iﬁ' o dr - praca pola F (zmiennej sity) na drodze K.
K

Wilasnosci (z definicji catki i granic — przy zalozeniu istnienia catek):

. j(ﬁ+é)odf=jﬁodf+jéodf
K K

K
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e K=K, U..UK, przy czym koniec K, ; = poczatek K,
[Fodi=) [Fod
K i=l g,

Tw.(o zamianie catki krzywoliniowej zorientowanej na catk¢ Riemanna). Jezeli pole wektorowe F

jest ciagle na zorientowanym luku gladkim K o parametryzacji 7 =r(t) t€[a, f] zgodnej z
— ﬁ —
orientacjg, to IF odr = IF(F(t))o F'(t)dt .
Po rozpisaniu na wspolrzgdne mamy

B
=2 [ P(x, y)dx+ O(x,)dy = [[P(x(0), y()' (1) + O(x(0), y(0))y' (1)

n=3 I P(x,y,z)dx+ QO(x, y,z)dy + R(x, y,z)dz =

P(x(0), (1), () X' (£) + O(x(2), y(2), z(t) )y (¢) + R(x(t), y(2), 2(0))2'(¢) Jdt

Q‘q%

Tw.  (Greena dla n = 2 przypadek plaski , bedzie uogdlnienie dla n=3- tw. Stokesa)

Jezeli funkcje P i O sa klasy C' w obszarze D normalny wzgledem obu osi, ktérego brzegiem

jest krzywa C skierowana dodatnio wzgledem wngtrza, to

Dow (szkic):

Wystarczy pokazac, ze _[ _[ a—dedy =— _[ Pdx oraz _[ _[ a—Qabccly = _[ QOdy
» c h X c

)
K, - gérna krzywa

K, - dolna krzywa

Y
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Il Z_I; dxdy = } h)% dy}dx ) j (P () = P g e =

al o(x) a

_ j‘p(x’ w(x))dx — j‘P(x’ o(x))dx = IP(x, y)dx — IP(x,y)dx = —Ide
a a -K,

K, C

Twierdzenie Greena pozostaje prawdziwe dla obszarow jednospojnych i wielospdjnych dajgcych si¢
podzieli¢ na skonczong ilo$¢ obszarow normalnych.

A

Po dzielacych tukach catkujemy dwa razy w rézne
strony, czyli w efekcie calki zniosg si¢. W efekcie
tego otrzymamy

'[de +Qdy = '[ (G_Q - a—PJa’xdy

KUK, D ox gy

Przyklad. Obliczy¢ I \/de + xdy (1.1) X
X K: 2 tuk paraboli { 0<r<1
y

(0.0
J.\/de+xdy:j(ﬁ-l+t-2t)dt=j'(tg +2t2)dt=136
K 0 0

Przyktfad. Obliczy¢ Ixy2dx ~x’ydy K: L_E{:':LD:' 1)
K >
N
e [ sposob (zamiana catki krzywoliniowej na catkg pojedyncza)):

x =1+cost e ) ) , .
0<t<L2rx ”(1+cost)sm t(-sint)—(1+cost) smtcost]dtzO
0

y=sint
o Il sposob (z tw. Greena)
Ixyzdx —x*ydy =” (—2xy — 2xy)dxdy = —4” xy dxdy =0
D D

K

Uwaga . (cickawe zastosowanie wzoru Greena).Jezeli we wzorze Greena przyjmiemy P(x,)) = —% b%

a Q(x,y)==x to otrzymamy < |- ydx + xdy =| D| - pole obszaru ograniczonego krzywa K. Fakt
Y)=3 2| y
K

ten znalazt zastosowanie w planimetrze Amslera.
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Calki powierzchniowe

Rozwazmy funkcje wektorowa 7:R* > D — R® F(u,v)= (x(u,v),y(u,v),z(u,v))

- zA

k4

=¥

Niech

e D — prostokat domknigty (lub obszar domkniety jednospojny)

e funkcja wektorowe 7 =7 (u,v) (u,v) € D ciagla i réznowarto$ciowa

Def. Platem powierzchniowym prostym nazywamy zbior

wektorowa 7(u,Vv)nazywamy parametryzacjg plata

S ={F(u,v): (u,v) e D}. Funkcje

Def. Zbior S w przestrzeni R’ taki, Ze kazdy jego punkt xS ma otoczenie domkniete (czyli zbidr

K (x,7r)NS), ktore jest ptatem prostym, nazywamy ptatem powierzchniowym.

Def. Plat powierzchniowy S ={r(u,v): (u,v)€ D}, gdzie D — obszar domknicty z brzegiem

kawalkami gladkim (rézniczkowalnym), a funkcja wektorowa (parametryzacja) r(u,v) jest

réznowarto$ciowa i rozniczkowalna w sposéb ciagly na D nazywamy gladkim platem

powierzchniowym, gdy na zbiorze D jest spelniony warunek:

INTERPRETACJA 7, X F, A=
v A B
D
1 1
Vgl|---- -
vl _____I I__-
| : >
1 1 - E;
-~
Iy L 1

A=rF(u,v,)
B=7r(u,,v,)
C=7r(u,,v)
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Fuy,v) = r(uy,v) =1, (u,,v,)u, —u,) (zwzoru Taylora)
Fup,vy) = rF(uy,v) =7, (g, v)(vy = vy)
[F(MZ’VI)_F(MI’VI)]X[F(ul’VZ)_F(ul’vl)]z(;:u x7,) (uy —up)(vy —vy)

dS = (¥, x 7, )dudv

. P XF .

n =———" - wersor (wektor jednostkowy) normalny
ru X rv

ds =|dS| =, x7,|dua

Przypomnienie: pole ptata |S| = I I ||;7u X Fv”dudv
D

W szczegolnosci jezeli plat jest wykresem funkcji: z = f(x,y) , to

X=u

y=v (u,vye D T =[1,0,2—f:| sz[o,l,a—f:l
2= f(uv) u ov

i j k .

2
Fxi=l1 0 & :[_@’_@’1} |S|=jj\/1+(5—fj +(alj dudy
ou ou oOv 5 Ou ov
o1 &L
L ov |

Rownania parametryczne wazniejszych platow

a) plaszczyzna przechodzaca przez punkt 7, = (x,, y,,z,) rozpigta na wektorach
i=[a,a,,a,]ib=[b,b,,b,]

X=Xx,+ua, +vb,
y=yo+tua, +vb, o & r(u,v)=r, +ua+vb

z=2z,+ua, +va,

b) sfera o srodku w (0,0,0) i promieniu R

x=Rcosucosv
] uel0,2r]
y=Rsinucosv R = const

. vel-%,%
z=Rsmv 272
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¢) stozek z=kyx> +y> k>0

X=VvCosu

. uel0,2r]
y=vsinu
v €[0,00)
z=kv
d) paraboloida z = k(x> + y*) k>0 A=
X=vcosu
. uel0,27] :
y=vsinu !
5 ve[0,0) N
z= T -

e) walec x* +y* =R?* 0<z<H
x=Rcosu
uel0,2r]

y=Rsinu
vel0,H]

z=v

Calka powierzchniowa niezorientowana

Oznaczenia
o S={F(u,v):(u,v) e D} - gladki plat powierzchniowy

e 9={AD,,AD,,...,AD,} - podzial obszaru D na obszary regularne o roztacznych wne¢trzach

e d, = sup d(A4, B)- srednica zbioru AD;

A,BeAD,
e d(?®)=max{d, :1<k <n}- $rednica podzialu
o O={(u;,v )r(u,,v,)}  (u;,v;) €AD, ,,punkty posrednie”

e AS, - czg$¢ plata odpowiadajaca AD,

ASk|—pole AS,

Def. Niech f'bedzie funkcja ograniczong na gladkim ptacie S. Catke powierzchniowa niezorientowang

funkcji fpo ptacie S definiujemy wzorem:
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lim Zf(r(uk,vk))ASk|

d(9)—>

[[f.y.2)ds = [[ £ (F)ds =

o ile ta granica istnieje i jest skonczona i nie zalezy od podziatu ¢ i wyboru punktow posrednich.

Uwaga. Warto$¢ catki nie zalezy od wyboru parametryzacji.

Zastosowania

Masa ptata materialnego o gestosci powierzchniowej p(x,y,z)

m= ”p(x, y,z2)dS .
s

Momenty statyczne, momenty bezwladnos$ci, wspolrzgdne srodka masy ptata materialnego.

Natezenie pola elektrostatycznego (lub grawitacyjnego) wytworzonego przez fadunek

. . L = 1 F—T
umieszczony na placie o gestosci o(x, y,z) E = i o(r)dsS .
Y 4
&g °s ||r —r0||

Wilasnosci

[[ir+eds=[[rds+|[eds
N N N

”(cf)dszcj fiS | ceR
S S

=3 s

SyU..US, k=lg,
Tw.(o zamianie calki powierzchniowej niezorientowanej na calke podwaojng). Jezeli fjest funkcja

ciagla na gladkim placie powierzchniowym S = {F(u,v) :(u,v) € D}, D —regularny (domknigty,

o0 brzegu kawatkami gtadkim), to .[ J- fds = .[ J- f (17 (u,v)} r,
s D

Przyklad. Znalez¢ sil¢ z jaka jednorodna powierzchnia boczna cze¢sci stozka $cigtego
X=rcosQ
y=rsing , pe(0,n), re(b,a)

Z=r

przyciaga punkt materialny o masie m umieszczony w poczatku uktadu wspotrzednych.

Rozwiazanie. dﬂz%%, dF, = Gn;pdS; F=0 (symetria) R =+/x> + y* +z*

F’ZP” Gmy ds= {r X7, =[-rcosp,— rsmgp,r] 'OJ-J.rsm(D\/—rdrd(D GmpIn<
s (x2 + 2+zz) 22 0b
Y

o lu

10
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Gmz

Podobnie F, =p”
s (x2 +y2 +Zz)

F=(F,,F,,F.) ,|F|=Gmpln4 1+ (%)’

dS=GnZ'0 J.J-%\/Erdrd(0=%Gmp7z In¢
22 on’

3
2

Calka powierzchniowa zorientowana

Plat powierzchniowy, na ktérym wyrézniono jedng strong (zwang dodatnig) nazywac bedziemy
platem powierzchniowym zorientowanym.

7 OXF

u \4

Przyjmujemy, ze wektor normalny 7 = zorientowany jest od strony ujemnej do dodatniej).

r, X}’v

Uwaga. Nie kazdg powierzchni¢ mozna zorientowaé- wstega Mobiusa jest powierzchnig

jednostronng

Niech F =(P,Q0,R) bedzie polem wektorowym na gladkim placie zorientowanym
S, ={r =r(u,v):(u,v)e D} .

Oznaczmy dS =7idS = % dS = (7, xr,)dudv = (cosa,cos f,cos y)dS = (dydz, dzdx, dxdy)

r,xr,

_ polerzutuplatadSnaYOZ  dydz it
pole plata dS as

cosa d

Def. Caltke powierzchniowg zorientowang pola wektorowego F po placie gltadkim zorientowanym S,

definiujemy wzorem:
- ~df .
[[F#)edS =[[F(F)eii(F)ds
s, s,
Po rozpisaniu na wspotrzedne
[[F@)odS = [[F#)eii7)ds = [[ Px,y,2)dvdz + O(x, y,2)dzdx + R(x, ., 2)dxdy
S, S, S

F =[P,0,R] ds = [dydz,dzdx,dxdy] = ndS =[cos a,cos f,cos y1dS

Interpretacja

. J. J-I'3 o dS - strumien pola wektorowego F przez powierzchnie S.
S

. ”\700’5’ - ilo§¢ cieczy przeptywajacej w jednostce czasu przez plat zorientowany S, jezeli
S

predko$¢ cieczy w punkcie (x, y,z) jest rowna v(x,y,z).

11
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Wilasnosci
1. ”(ﬁ+é)od§=”ﬁod§+”éod§
S S S

2. J'j(cﬁ)od§=cj'jﬁod§

S S

3, ”ﬁodgzi_”ﬁodg

SL..US, k

4. ” fds =— ” fdS , gdzie —S jest ptatem o orientacji przeciwnej do S
-S N

Tw.(o zamianie calki powierzchniowej zorientowanej na catke podwojng) .Jezeli pole wektorowe
F jest ciagle na gladkim placie S, = {F = F(u,v) :(u,v) € D} , to
j j F(7)odS = j j F(F(u,v))o (7, 7, )dudy .
S, D

Po rozpisaniu na wspotrzedne

j P(x, , 2)dvdz + O(x, y, 2)dzdx + R(x, v, z)dxdy =
S

» oz &z o ox]
0 0 0 0
I (P(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ZZ Z‘z/ + Q(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) (3_3 (3_; + R(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) (3_; (3_; )dudv
D ou ov) ou  Ov Ou ov

Elementy teorii pola

Def. Pole wektorowe F = (P, 0, R) nazywamy potencjalnym w obszarze VcR’, jezeli istnieje funkcja
U: V>R, taka, ze F =gradU (tzn. P=2L, =%—;’,R=%

Skalarng funkcje¢ U nazywamy potencjatem pola wektorowego .

Def. Niech F = (P,0, R) bedzie rozniczkowalnym polem wektorowym w obszarze V—R®. Rotacja

pola wektorowego F=(P, 0, R) nazywamy pole wektorowe

i j ok
- |; 5 o _,0R 00 OP OR 0Q oOP
rOtha— =5 n T
Y E 9y 0z 0z Ox Ox Oy

P O R

12
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Def. Niech F = (P, 0, R) bedzie rozniczkowalnym polem wektorowym w obszarze VR’

Dywergencja pola wektorowego F = (P, 0, R) nazywamy skalarne pole (funkcje skalarng)

okreslone wzorem divF = or + = 6Q oR

ox 0oy 62
Tw. Gaussa-Ostrogradskiego. Jezeli
e VR’ jest obszarem, ktérego brzeg S jest kawatkami gtadkim ptatem zamknictym

zorientowanym ,,na zewnatrz”

e pole wektorowe F= (P,O,R) jestklasy C' w 7,
to '[ Iﬁ odS = '[ ”divﬁ dxdydz
s v
Inaczej ” Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = ”f (— + L2 s+ 5R) dxdydz

Strumien pola wektorowego (klasy C') przez gtadka powierzchnie zamknieta S zorientowang na

zewnatrz jest rowna catce potrojnej z divF po obszarze V ograniczonym powierzchnig S.

Przyktad. Sprawdzi¢ tw. Gaussa w przypadku F=(2x2 v,2z) , S. : sfera x*+y*+z’=R* zorientowana
na zewnatrz.

”ﬁod§=m(2+2+2) dxdydz = $7R*
S Vv
e Bezposrednie obliczenie '[ FodS

parametryzacja 7(u,v)=(Rcosucosv,Rsinucosv,Rsinv) , ue[0,27],ve [-7,5], R=const
7, (u,v) =(—Rsinucosv, R cosu cosv,0)

7, (u,v) =(—Rcosusinv,—Rsinusinv, R cosv)

7 x7, =(R*cosucos® v,R*sinucos® v,R* sinvcosv) D={(u,v):0<u<2r, -Z<v<Zy
Parametryzacja zgodna z orientacja.

jﬁod:?:
S

”(2R cosucosv R? cosucos® v+ 2RsinucosvR? sinucos? v+ 2R sin vR? sin v cos v)dudy =
D

=2R’ ”cosvdudv =8 7R’

Tw. Stokesa . Jezeli

e S, jest kawatkami gltadkim ptatem zorientowanym, ktorego brzeg C. jest lukiem kawatkami

gladkim zorientowanym zgodnie z orientacjg plata

e Pole wektorowe F =(P, O, R) jest klasy C' na placie S (tacznie z brzegiem),

to f]j" odr = .”rotlj" odS

13
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Po rozpisaniu na wspotrzedne-

fpdx +Qdy + Rdz = j j B 20y + (L~ Bz + (22— L)y
c, s,

Interpretacja. Cyrkulacja wektora F po krzywej zamknigtej C jest rowna strumieniowi wektora

rotacji rot F przez dowolna powierzchnie (zorientowang zgodnie) napi¢ta na tej krzywej.

Zadanie. Sprawdzi¢ wzor Stokesa dla catki / = § (x+ z)dx + (x+ y)dy + (y + z)dz , gdzie K jest
K

brzegiem trojkata o wierzchotkach (2,0,0), (0,2,0), (0,0,2) przebieganych w tej kolejnosci

Trojkat lezy na ptaszczyznie x-+y+z=2
Parametryzacja ptata 7(u,v) =(u,v,2 —u —v) ; A={(u,v):0<u<2, 0<v<2-u}

r, =(1,0,-1), r, =(0,1,-1) , r,xr, =[111], rotF =[1,1,1]

Z tw. Stokesa I = § (x + 2)dx + (x + Y)dy + (v + 2)dz = j j [LL,1]odS =—3 j j dudv =6
K S A

X

Bezposrednio I = 3§(x t2)dy+ (x4 y)dy + (p+2)dz=[ + [ + [ =6
K

boj =—j(t—2)dt=2 itd.
0

Ky
Uwaga. Jezeli w pewnym obszarze jednospojnym V jest okreslone pole F klasy C' dla ktorego

rotF =0 (tzw. pole bezwirowe), to pole F jest potencjalne tzn. istnieje funkcja skalarna U : V' — R

ox 2 0y ? oz

taka, 7e F = gradU = (&, U 4 I Fodi= I dU nie zalezy od drogi K, tylko od punktu
K K

poczatkowego A(x4,y4,24) 1 koncowego B(xz,V5,25)

'[ Fodr= '[ Pdx + Qdy + Rdz = '[ dU =U(B)-U(A)= U(xp,ys,z5)-U(X 4,V 1,24 )
K K K

Praca w polu potencjalnym nie zalezy od drogi przejscia tylko od stanu poczatkowego A(x4,v4,24) 1

koncowego B(xz,V5,25)

W obszarze jednospdjnym pole V' F jest potencjalne< rotF =0 w obszarze V.

14
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Przyklad. Pole wektorowe F = (1—L+2 %+ = %) rozwazane w obszarze y >0,z >0 jest
y y z

z%z

polem bezwirowym ( rotF = 0 ) a wigc polem potencjalnym. Wyznaczymy potencjat tego pola.

o p=ld42 2UG ) = [Pdr=x—+2 4 9(0,2)
Ox s e
%:QQ x +§+arp(ai2):y_xz_i_f:%:o:(p(y’z):y/(z)
aa_i]:R@—j—f+l//'(z)=—§—53w’(z)=03w(2)=C

Ostatecznie potencjat U(x, y,z) =x—= + = + C zostal wyznaczony z doktadno$cia do statej C.

(0,2,3)
A=t Ddx+ (@ +5)dy -5 dz=U(0,2.3)-U(LL1) = 1.

(LL1)

Przyklady.

e Obliczyé strumien pola wektorowego F =(x,y,z)przez gorng strone powierzchni

z=1—-4/x* +y* 0<z<1.(Odp. 1)

X =UCoSvV
) ] <v2m
Parametryzacja plata:  y =usinv , 0<

z=1-u

r, =(cosv,sinv,~1), r, =(-usinv,ucosv,0) , ¥, X¥, = (ucosv,usinv,u)

15
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Widaé, ze trzecia wspohrzedna wektora ¥, X ¥, (czyli u ) jest dodatnia, wige i wektor normalny

MXV

| =

n= | ; [ ma dodatnig trzecig wspotrzedna, co oznacza, ze sparametryzowano zewngtrzng

v

u X

powierzchnie boczng stozka.

”ﬁ(?)odg =”13(17(u,v))o(17u xﬁ)dud\/:”(u cosv,usinv,l —u)o(u cosv,usinv,u)dudv =

S+

= ”ududv = judquv =7
D

0 0
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