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Szeregi Fouriera

Przypomnienie.

Rozwazmy przestrzen euklidesowg V=R" , ktorej elementami (punktami, wektorami )sg n elementowe
ciagi liczb rzeczywistych np. x=(x,,...,x,)1 ¥ =(¥5..., ¥, ) . W przestrzeni tej definiujemy

standardowy (euklidesowy) iloczyn skalarny

(x.y)= iZ:‘,xiyi
spelniajacy nastepujace warunki:
) Vx,yeR" (x,y)={y,x)
2) Vx,y,zeR" (x+y,z)=(x,z)+(y.z)
3) VAeR Vx,yeR" (Ax,y)=A(x,y)
4) VxeR" (x,x)20 A (x,X)=0<x=0

Przestrzen liniowa wyposazong w iloczyn skalarny nazywamy przestrzenia unitarna

Przestrzen unitarna jest przestrzenig unormowang z norma

[ =y (x:x).
a wiec takze przestrzenig metryczng z metryka
pxy)=|x-y| .

W przypadku przestrzeni euklidesowej R" powyzsze wzory przybierajg postac

M=ien) =S pn=l-yl= (S -

Wektory X,y € R" sg ortogonalne (prostopadte), gdy <X, y> =0.

Niech (e,,...,e,) bedzie baza w R"
Baz¢ (e,,...,e,) nazywamy baza ortogonalna <Vizj <ei,ej> =0.

lLgdyi=j
0,gdy i+ j

y

Bazg (e,,...,e,) nazywamy baza ortonormalna <Vi,; <ei,ej> =0, 2{

Niech (e,,...,e,) bedzie baza ortogonalna. Wowczas kazdy wektor x mozna przedstawi¢ w postaci

X = Z a,e; (liczby a;nazywamy wspotrzgdnymi wektora x w bazie (e,,...,e, ). Wspdlrzedne te
i=1
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tatwo znalez¢ w przypadku bazy ortogonalnej. Rzeczywiscie mnozac skarlanie wektor x = Z ae,
i=1

przez wektor e, otrzymujemy korzystajac z wlasnosci iloczynu skalarnego i ortogonalno$ci baz

<x,ek>=<2aiei,ek>=ak<ek,ek>.
i=l
Stad

(ve)

(er.e;)

Niech Vy=span{e,...,e,,} bedzie podprzestrzenia rozpigta przez pierwsze m wektorow bazy

a, = ol

ortogonalnej (e,...,e, ). Dowolny wektor x € R" mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci
X=X, +X",
gdzie x, €V, jest rzutem ortogonalnym wektora X na podprzestrzen 7, a x* jest wektorem

ortogonalnym do podprzestrzeni ¥, tzn. x*_Ly dla kazdego ye¥;. Ponadto prawdziwa jest réwno$é
2
” X||2 =| Xo"2 +H XLH (tw. Pitagorasa),

. . 2 2
skad natychmiast otrzymujemy ||x0|| S||x|| .

Rzut ortogonalny x, €V, wektora x €V na podprzestrzen V', ma pewna optymalng wtasnosc¢-
mianowicie

X, = argmin" X—-y || .
Vi

yehy
tzn. sposrod wszystkich mozliwych przedstawien wektora x

X=Y,+(X-Y¥o), YoV
w postaci sumy wektora y, z podprzestrzeni Vi jego uzupetnienia x-y, norma wektora
uzupetniajgcego x-y,jest minimalna gdy wektorem y, z przestrzeni ¥ jest rzut ortogonalny x, wektora

x na podprzestrzen Vj.

Poprzez analogi¢ wprowadzimy powyzsze pojecia w pewnej przestrzeniach funkcyjne;j.
Niech V=4 a,b] bedzie przestrzenig rzeczywistych funkcji catkowalnych w sensie Riemanna na
przedziale [a,b]. V jest rzeczywiscie przestrzenig liniowga- funkcje umiemy dodawa¢ i mnozy¢ je

przez skalary. W przestrzeni tej zdefiniujemy ,,iloczyn skalarny” wzorem

b
< f g > = '[ f (x) g (x)dx (Uwaga: iloczyn funkcji % catkowalnych jest funkcja % catkowalna).

a
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Latwo zauwazy¢, ze sg spelnione wszystkie wlasnosci (1 - 4) iloczynu skalarnego oprocz drugiej

b
czesci punktu 4) . Z réwnosci ( . f > = J‘ f?(x)dx =0 nie wynika ze £=0. Wobec tego utozsamimy
funkcje réznigce si¢ na zbiorze miary 0. Formalnie rozwazamy klasy rownowaznosci relacji oc

b
zadanej wzorem f o« g & j( f(x)— g(x))2 dx=0.0d tego momentu przestrzen V, to przestrzen klas

a

rownowaznosci funkcji catkowalnych w sensie Riemanna. Przestrzen V jest przestrzenig

,b
unormowang z norma || f || =, /< £, f > = J. f*(x)dx . Przestrzen V z powyzsza norma nazywac

bedziemy przestrzenia L*[a,b].

Uwaga . W podrecznikach analizy przestrzen L*[a,b] rozumiana jest zwykle jako przestrzen klas

rownowaznosci funkcji catkowalnych w sensie Lebesgue’a..

Ciag e((x), ex(x), e3(x),... funkcji bedacych elementami (wektorami) przestrzeni /' nazywamy

b
ortogonalnym jesli <eA e > = J.ei (V)e;(x)dx=0  Vi#.

2 J
a

Szereg funkcyjny Za (€ (x) , gdzie a; jest ciagiem liczbowym a e;(x), ex(x), e3(x),... jest ciagiem
k=1

ortogonalnym, nazywamy szeregiem ortogonalnym

Danej funkcji fe V= L*[a,b] mozemy przyporzadkowaé szereg
S~ Z aie;(x) ,
=1

gdzie wspotczynniki zadane sg wzorami Eulera-Fouriera

<flek>

. )
<ek»ek>

Pojawia si¢ naturalne pytanie: Jak nalezy rozumie¢ zbieznos$¢ szeregu ortogonalnego i do czego jest
zbiezny szereg ortogonalny?

e Zbieznosc¢ szeregu do sumy S(x) mozna rozumie¢ w sensie normy L°[a,b] (tzw. zbiezno$¢

5-3
k=1

sredniokwadratowa) tzn. lim

n—»0

(feer) _ . . o,
<€k’€’; ek (%) =0, ale nie gwarantuje to zbieznosci

punktowej
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e Zbieznos¢ szeregu do sumy S(x) mozna rozumie¢ takze w sensie zbiezno$ci punktowe;j
szeregu , ale wowczas moze okazac si¢, ze suma szeregu nie jest catkowalna w sensie

Riemanna czyli jest elementem spoza przestrzeni L*[a,b]

Dla kazdej funkcji fe V= L*[a,b] prawdziwa jest nastgpujaca nierowno$é Bessela

<<’; ;ZZ; S” f ||2 (odpowiednik nierownos$ci ||x0 ||2 < ||x||2 wynikajacej z tw. Pitagorasa).

(NgE

o
Il

1

Jezeli dla kazdej funkcji fe V= L*[a,b] prawdziwa jest rownos¢ Parsevala

|

(NgE

=~
Il

1
to uktad ortogonalny nazywamy zupelnym w V= L*[a,b]. Oznacza to, ze jedyna ( z doktadnoscia do
zbioru miary 0) funkcja ortogonalng do wszystkich funkcji uktadu ortogonalnego jest funkcja /=0

Tw. Jezeli ukfad ortogonalny jest zupehy, to szereg ortogonalny danej funkcji fe V= L*[a,b] jest

zbiezny do tej funkcji w sensie normy L7,

Szereg Fouriera

Rozwazmy przestrzen V= L*[-1,]]. Uktad trygonometryczny

1,cos -, sin=-, coszg , sin?,...
jest uktadem ortogonalnym zupelnym w V' = L*[-1,[].

Kazdej funkcji fe V= L’[a,b] odpowiada jej szereg ortogonalny

o 1 1
a, ke x . kmx . 1 ko x 1 s kmx
f~ 7+Zak cos——+b; sin—~ ,gdzie a; —TJ.f(x)cos —dx, b=+ | f(x)sin—~dx

k=1 -1 -1

zwany szeregiem Fouriera zbiezny sredniokwadratowo do funkcji f'.

Nastepujace twierdzenie Dirichleta podaje warunek wystarczajacy punktowej zbieznosci szeregu
danej funkcji fdo tej funkcji.
Tw. Jezeli
e funkcja f jest przedziatami monotoniczna w [-/ , /]
o funkcja f jest ciagla z wyjatkiem w [/, [] z wyjatkiem skonczonej ilosci punktéw w ktorych
ma niecigglosci [-go rodzaju i w kazdym punkcie nieciggltosci spelniony jest warunek

J(xo)=5(f(xo) + f(x.))
o f(D=f)=5(f(-L)+ f())
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to f(x)=”2—°+2ak cos@erk sink’;—x vxel-1, 1].
k=1

Ponadto, jesli fjest okresowa o okresie 2/ to powyzsza rownos$¢ jest prawdziwa VxeR.

Wnhioski.
o jeslif jest parzysta, to b=0 Vk
e jeslif jest nieparzysta, to a,=0 Vk

Uktad trygonometryczny jest zupelny wigc prawdziwa jest rownos¢ Parsevala
l 0
H 2 @dx=4a3 + 3 (] +5)).
—] k=1

-1 ;x<0
Przyklad. Dla funkcji f{x)=sign(x)=9 0 ; x=0 okreslonej na przedziale [-w,7] znalez¢ jej szereg
1 ;x>0

Fouriera. Do jakiej funkcji jest punktowo zbiezny ten szereg.
FO)=%+> a, coskx+b,sinky , a, =1 jf(x)coskxdx b, =1 jf(x)sinkxdx.
k=1 -z -z

Poniewaz f jest nieparzysta, to @;=0 Vk.

x x 2 S S
bk=Ljf(x)sinkxdx=ljsinkxdx:—(1—coskn)= Qn-hz "

z = kx -

x 0 0 , k=2n

4& 1
sign(x) ~— sin(2n —1
gn(x) ﬂ;z —sin(2n =D
0, x=—x

-1,-7<x<0
sin(2n — 1)x jest punktowo zbiezny do funkcji f(x)=< 0, x=0
1, O<x<rx

4 o0
Szereg Fouriera —
g - >

n=1

2n—1
0, x=—-x
Jesli funkcje okresowo przedluzymy na cala o$ liczbowa , to szereg Fouriera jest zbiezny do

przedtuzonej funkcji na calej osi R.

Whioski uboczne. Ustalajac argument x =% otrzymujemy (niespodziewanie) sumg szeregu

4 o 1 ) P 4 0 1 el 0 (_1)n+1 P
1= £:_E sin(2n -1 —=—E——1 , stad E—:—
/&) ey = 20, Y §

n=1 n=1 n=1

. . 1 16 & 1 = 1
Z réwnosci Parsevala otrzymujemy ponadto, —27 = — » ——  astad E — =
V4
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Uzupelni¢.

. . ’r ke x . kmx s ckrx .
Z uwagi na tozsamo$¢ a; cos——+ b, sin——~= A, sin(=~+ ¢, ) szereg Fouriera

0 o0
f(x) =2+ Z a, cos@ +b, sink’;—x mozna przedstawi¢ w postaci f(x) ="+ Z A, sin(@ +¢,)
k=1 k=1

e  Widmo amplitudowe i fazowe
e Zasada lokalizacji (zachowanie si¢ szeregu Fouriera funkcji f'w punkcie xq zalezy wytacznie od

zachowania si¢ funkcji f na dowolnie matym otoczeniu punktu xy).



