Model mieszany w analizie powtarzalnych pomiarow

(longitudinal data)

Dane zawierajgce pomiary powtarzalne w czasie nazywa si¢ cz¢sto danymi panelowymi. Nazwa ta
bierze si¢ stad, Zze grupa osob, ktére poddane sg powtarzalnym pomiarom, nazywana jest panelem.
Rozwazmy na poczatek przypadek, w ktorym nie mamy zmiennej grupujacej obserwacje, ale z
sytuacja, gdy dla kazdej jednostki eksperymentalnej rejestrujemy seri¢ pomiaréw pewnej cechy.
Interesuje nas wnioskowanie o zmianach warto$ci obserwowanej zmiennej w czasie. Cz¢§¢ pomiaréw
dotyczy tego samego obiektu (jednostki eksperymentalnej), wigc nie mozemy traktowaé wszystkich
pomiarow jako obserwacji zmiennych niezaleznych. Aby rozrézni¢ pomiary zalezne i niezalezne
uznamy identyfikator jednostki eksperymentalnej jako zmienng grupujaca. Dla danego osobnika
obserwujemy wigc seri¢ czasowa pomiarow. Pomiary moga by¢ wykonywane w tych samych
punktach czasowych (pomiary synchroniczne) lub w réznych punktach (pomiary asynchroniczne).
Przyjmiemy pewng posta¢ dynamiki zmian interesujacych nas pomiaréw. Mozemy zatozy¢, ze
wartosci danej cechy zmieniajg si¢ w czasie w sposob liniowy, kwadratowy lub inny funkcyjny. Dla

prostoty zatozymy dla obiektu i liniowg zmienno$¢ badanej cechy w czasie:
yy=a,+tbt,+¢&; ., gdzie ¢; ~ N(O, o).
Jezeli warto$ci a,,b, sa state dla populacji, to zostalyby uwzglednione w modelu jako efekty state.

Jezeli spodziewamy si¢, ze zaleznos¢ liniowa moze mie¢ rozny charakter dla roznych osobnikow,

efekty te mozemy opisa¢ jako efekty losowe. Zalozmy, ze

ai~N(a,G§) i bi~N(b,<7§).
Tak wigc wspotczynniki opisujace zmiang w czasie cechy y sa superpozycja pewnych statych
niezmiennych dla populacji a i b oraz osobniczych odchylen u,, =a,—a, u,, =b,—b.
Ogolnie model mieszany zapisujemy w postaciy = X + Zu + & . W przypadku powtarzalnych

pomiaréw wektor y skfada si¢ z pomiar6w badanej cechy y; dla kazdego osobnika w kazdej chwili
czasu. Macierz efektow stalych mozna roztozy¢ na 3 macierze X =[X,,X,, X, ]. Macierz X ma
Jedna kolumng wypelniong jedynkami, macierz X, ma jedng kolumng w ktorej dla obserwacji y;,

wpisany jest czas £, , w ktorym dana obserwacja zostala zmierzona. Macierz X_koduje wszystkie

j>
pozostate efekty state. Podobnie wektor B mozna przedstawi¢ jako B =[a,b,B, ]. Przyjmijmy
osobnika (jednostke eksperymentalng) jako zmienng grupujaca o liczbie pozioméw (powiedzmy k)
rowng liczbie osobnikoéw. Poniewaz w modelu mamy 2 efekty losowe: jeden opisujacy osobnicze
odstepstwo od sredniej a, oraz drugi opisujacy osobnicze odstepstwo od wspotczynnika liniowego
trendu b, macierz Z bedzie si¢ sktadata z g=2k kolumn. Bez straty ogélno$ci mozemy zatozy¢, ze
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poczatkowe k kolumn macierzy koduje efekty u,, = a, —a akolejne k kolumn efekty u, =b, —b.

Uzywajac powyzszych oznaczen dla dwoch komponentow model mieszany mozna zapisa¢ w postaci
y=X,a+X,b+X B, +Zu +7Zu,+¢.

Jak zwykle przyjmiemy, ze € ~ N (0, (75 I) natomiast o wektorach u,i u, zalozymy, ze sa

realizacjami dwuwymiarowej zmiennej losowej (u1,u,) o rozktadzie normalnym. Zatézmy na

poczatek, ze zmienne (u,u,) sa niezalezne, wigc macierz wariancji wektora (u,,u, ) to macierz

diagonalna

: 2 2 2 2
D =diag(o,,...,0,,0;,....,0; ),

k k

Macierz wariancji wektora obserwacji jest postaci

V(y)=V=V,+V,+V, =0,1+0.Z,Z +0,L,Z; .
Dla przyktadu przyjmijmy, ze mamy zbior obserwacji dla trzech pacjentéw. Dla pierwszego pacjenta
wykonali$my pomiary w chwilach czasowych #,=0,2,4 , dla drugiego pacjenta w chwilach £=0,2, a
dla trzeciego pacjenta tylko w chwili ,=0. Zakladajac powyzsza kolejnos¢ obserwacji w wektorze
odpowiedzi tzn.(najpierw kolejne obserwacje dla pierwszego pacjenta potem drugiego itd.) macierze

Z,i 7., maja postac:
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maja klatkowg strukture.

Zobaczmy jak powyzszy model zapisa¢ w pakiecie R - plik panel.R

id<-1:3

y0<-¢(10,10,10)+rnorm(3)

y2<-c(c(11,11)+rnorm(2),NA)

y4<-c(c(12)+rnorm(1),NA,NA)

dane<-data.frame(id,y0,y2,y4)#tworzymy ramke¢ danych w postaci szerokiej

id y0 y2 v4
1 1 8.640037 10.91195 13.052
2 2 7.505190 10.90964 NA
3 3 11.119275 NA NA
summary(dane)

#przeksztalcanie formatu danych z szerokiego na waski

#stuzy do tego funkcja reshape()

#zmienne 2:4 zostang przeksztatcone w nowg zmienng o nazwie Y i zostanie utworzona zmienna time
#z opisem chwil czasowych
long_dane=reshape(dane,direction="long",varying=list(2:4),v.names=c("Y"),times=c(0,2,4))

id time Y

1.0 1 0 8.640037
20 2 0 7.505190
30 3 0 11.119275
12 1 2 10.911947
22 2 2 10.909636
32 3 2 NA

14 1 4 13.051999
24 2 4 NA

34 3 4 NA

#usuwamy wiersze z brakujacymi danymi
danel=na.omit(long_dane)

id time Y
1.0 1 0 8.640037
20 2 0 7.505190
30 3 0 11.119275
12 1 2 10.911947
22 2 2 10.909636
14 1 4 13.051999

Model z jednym efektem losowym, efektem pacjenta
y=py+Zuy,te u,~N©O,0,1,), £ ~ N(0,0,1,)

#model z jednym efektem losowym, efektem pacjenta
library(lme4)

modelO=Imer(Y~1+(1]id),data=danel , REML=FALSE)
summary(model0)

model0@pp$Zt # transponowana macierz Z
t(model0@pp$Zt) # macierz Z
6 x 3 sparse Matrix of class "dgCMatrix"
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1.4 l..
image(getME(model0,"Z"))

Wida¢ ze najpierw sa przedstawione dane dla kolejnych pacjentéw w chwili O potem z zachowaniem
kolejnosci w chwili 2 1 w koncu w chwili 4.

t(model0@pp$Zt)%*%emodel0@pp$Zt # macierz Z*t(Z)

6 x 6 sparse Matrix of class "dgcmatrix"
1.0 2.0 3.0 1.2 2.2 1.4

1.0 1 1 1
2.0 1 . 1
3.0 1 .

1.2 1 1 1
2.2 1 . 1
1.4 1 1 1

image(t(model0@pp$Zt)% *%model0@pp$Zt) #graficzny obraz macierzy Z*t(Z)

! ! ! ! ! !

Row

T T T
1 2 3 4 5 6

Column

Dimensions: 6 x 6

image(diag(6)+t(model0@pp$Zt)%*%model0@pp$Zt) #graficzny obraz macierzy I+Z*t(Z)

L B R
1 2 3 4 5 6

Column

Dimensions: 6 x 6

Rozwazamy wigc model



1 00
0 1 0
0 0 1 ol 0 0
y=X,a+Zu, +& zmacierzami 7, =7, = , Vw)=D=[0 o} 0
1 00 5
0 0 o
0 1 0
|11 0 0
0l + o2 0 0 ol 0 ol
0 0l + ol 0 0 ¥ 0
0 0 §+ 0?2 0 0 0
V(y)=olI+Z'DZ= %tox O ,
oy 0 0 oy + 04 0 oy
0 ol 0 0 o + o 0
ol 0 0 ol 0 0l + o2

model0@pp$Xwts # transponowana macierz X
[11111111

Aby zobaczy¢ jak zapisywane sa dane przypadku przyjecia modelu liniowego wzrostu w czasie
musimy zwigkszy¢ liczbe danych aby mie¢ przynajmniej po jednej obserwacji dla rozwaznych chwil
czasowych.

id<-1:3

yOn<-¢(10,10,10)+rnorm(3)

y2n<-¢(11,11,11)+rnorm(3)

y4n<-c(12,12,12)+rnorm(3)

dane n<-data.frame(id,yOn,y2n,y4n)#tworzymy ramke danych w postaci szerokiej

long_dane n=reshape(dane n,direction="long",varying=list(2:4),v.names=c("Y"),times=c(0,2,4))

id time Y
1.01 0 10.523015
202 0 9.372300
303 0 8.602420
121 2 10.746595
222 2 9.149214
323 2 11.495028
141 4 11.926965
242 4 10.571576
343 4 11.331615

Model z dwoma efektami losowym, efektem pacjenta i efektem nachylenia prostej
y = ﬂO + Xtimeﬂtime + ZO,idu 0,id +Ztime,idu time,id+g

2
O

O-i ime
o }), &~N(0,0.1,)
O

id time O-time

(U 108 tmeia) ~ N(O,{

#uwzglednimy wspotczynniki a_i,b i jako efekty losowe

#wyraz wolny i nachylenie sg skorelowane
modell=Imer(Y~time+(time|id),data=long_dane n,REML=FALSE)
summary(modell)



Linear mixed model fit by maximum likelihood ['lmerMod']

Formula: Y ~ time + (time | id)
Data: long dane n

AIC  BIC logLik deviance df.resid

329 340 -104 209 3

Scaled residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-1.41611 -0.43512 0.02556 0.37766 1.49662

Random effects:

Groups Name Variance
id (Intercept) 0.112040

time 0.001014
Residual 0.469017

Number of obs: 9, groups: id, 3

Fixed effects:

Estimate Std. Error
(Intercept) 9.5245 0.4094
time 0.4444 0.1410
Correlation of Fixed Effects:
(Intr)
time -0.616

Std.Dev.

0.33472
0.03184
0.68485

t value
23.263
3.152

optimizer (nloptwrap) convergence code: 0 (OK)

boundary (singular) fit: see help(‘isSingular')

t(model 1 @pp$Zt) # macierz Z
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parse Matrix of class "dgcmatrix"
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Dimensions: 9 x 6

t(modell @pp$Zt)%*%omodell @pp$Zt # macierz Z*t(Z)

9 x 9 sparse Matrix of class "dgcmatrix"
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image(t(modell @pp$Zt)% *%modell @pp$Zt)#graficzny obraz macierzy Z*t(Z)

! ! ! !

T T T
2 4 6 8

Column

Dimensions: 9 x 9

image(diag(9)+t(modell @pp$Zt)%*%modell @ppS$Zt)#graficzny obraz macierzy I+Z*t(Z)

Column

Dimensions: 9 x9

Model z dwoma efektami losowym, efektem pacjenta i efektem nachylenia prostej ale oba efekty sa
niezalezne

y = IBO + Xtimeﬂtime + ZO,idu 0,id +Ztime,idu time,id+g

2
o, 0
2

0 }) , £ ~N(0,0.1,)

(U010 timeia) ~ N(0a|:

time

#wyraz wolny i nachylenie sg teraz nieskorelowane
modellbis=Imer(Y~time+(time-1[id)+(1|id),data=long_dane n,REML=FALSE)
#modellbis=Imer(Y~time+(time||id),data=long_dane n,REML=FALSE) #Inaczej
summary(model1bis)

Linear mixed model fit by maximum likelihood ['lmerMod']
Formula: Y ~ time + (time - 1 | id) + (1 | id)
Data: long dane n

AIC  BIC logLik deviance df.resid
356 36.6 -12.8 25.6 4

Scaled residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.0862 -0.7158 -0.3459 0.7351 1.4045

Random effects:
Groups Name Variance Std.Dev.



id time 0.0000 0.0000

id.1 (Intercept) 0.2234 0.4727
Residual 0.8247 0.9082
Number of obs: 9, groups: id, 3

Fixed effects:

Estimate Std. Error t value

(Intercept) 10.1996 0.5510 18.512

time 0.2768 0.1854 1.493
Correlation of Fixed Effects:

(Intr)

time -0.673

optimizer (nloptwrap) convergence code: 0 (OK)
boundary (singular) fit: see help(‘isSingular")

t(modellbis@pp$Zt) # macierz Z
9 x 6 sparse Matrix of class "dgCMatrix"
123123

1.0...1..

20....1.

30..... 1

1.22..1..

22.2..1.

32..2..1

144..1..

24.4..1.

34..4..1

t(model 1bis@pp$Zt)% *%model Ibis@pp$Zt # macierz Z*t(Z)
image(t(model 1bis@pp$Zt)%*%model 1 bis@pp$Zt)#graficzny obraz Z*t(Z)

2 4 6 8
Column

Dimensions: 9 x 9

image(diag(9)+t(model1bis@pp$Zt)%*%model 1 bis@pp$Zt) #graficzny obraz I+Z*t(Z)



2 4 6 8
Column

Dimensions: 9 x9

Macierz Z dla modeli:

modell=Imer(Y~time+(time|id),data=long_dane n,REML=FALSE)
modellbis modellbis=Imer(Y~time+(time-1[id)+(1[id),data=long dane n,REML=FALSE

1 0 0 0 0 0]
0 01 0 0O
0 000 1 O
1 20 0 0 O
Z=/0 01 2 0 O
0 000 1 2
1 4 00 0 O
0 01 400
100 0 0 1 4]
Macierz D dla:
modell=Imer(Y~time+(time|id),data=long_dane n,REML=FALSE)
I o, O | uy, |
Oup O-bz Uy
o’ o u
V(u)=D= ‘ a; u=| " Uy =a,—a ,uy, =b,—b.
Ow Op Uy
O'Z Ouw Uy
L Cu O | [ Y23 |
Macierz D dla:

modellbis model1bis=Imer(Y~time+(time-1[id)+(1[id),data=long _dane n,REML=FALSE



10




Macierz Z'DZ dla modell=Imer(Y~time+(time|id),data=long_dane n,REML=FALSE)

7Z'DZ =
a? 0 0 02 + 20, 0 0 02 + 20y, 0 0
0 a? 0 0 02 + 20y, 0 0 02 + 4oy, 0
0 0 a? 0 0 02 + 20, 0 0 02 + 40y,
62 + 20, 0 0 02 + 20,y + 2(0ap + 202) 0 0 02 + 20, + 2(0q + 202) 0 0
0 02 + 20, 0 0 02 + 20, + 2(0q + 202) 0 0 02 + 20, + 4(04, + 202) 0
0 0 62 + 20, 0 0 02 + 20, + 2(0a + 202) 0 0 02 + 20, + 4(0, + 202)
02 + 20, 0 0 02 + 20, + 2(0ap + 202) 0 0 02 + 20, + 2(0q + 202) 0 0
0 02 + 4oy, 0 0 02 + 4oy, + 2(0q + 402) 0 0 02 + 4oy, + (0, + 407) 0
0 0 02 + 4oy, 0 0 02 + 4oy, + 2(0,p + 402) 0 0 02 + 4oy, + 4(0, + 402)

Macierz Z'DZ dla modellbis modellbis=Imer(Y~time-+(time-1[id)+(1id),data=long_dane n,REML=FALSE)

g2 0 0 a? 0 0 a? 0 0

0 o2 0 0 a? 0 0 a? 0

0 0 o2 0 0 a? 0 0 a?

62 0 0 o2+40? 0 0 c? + 8af 0 0
Z'DZ=0 o2 o 0 02 + 402 0 0 02 + 802 0

0 0 a2 0 0 62 + 4o} 0 0 d2 + 80}

62 0 0 o02+8d? 0 0 a2 + 1607 0 0

0 62 0 0 d2 + 80} 0 0 a2 + 1607 0

0 0 a2 0 0 d2 + 80} 0 0 a2 + 1607

My) dla modellbis=Imer(Y~time+(time-1|id)+(1]id),data=long dane n,REML=FALSE

o + a2 0 0 a? 0 0 a? 0 0
0 o + a2 0 0 a? 0 0 a? 0
0 0 o + a2 0 0 a? 0 0 a?
a? 0 0 0¢ + 02 + 4o} 0 0 c? + 8af 0 0
V(y)= O'OZI +Z'DZ= o o2 0 0 02 + 02 + 4o? 0 0 02 + 802 0
0 0 a? 0 0 0¢ + 02 + 4o} 0 0 c? + 8af
a? 0 0 o2 + 80} 0 0 6¢ + 02 + 1607 0 0
0 a? 0 0 d? + 80} 0 0 d¢ + o2 + 1607 0
0 0 a? 0 0 c2 + 80} 0 0 6¢ + o2 + 1607
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Przyklad 1: funkcjonowanie nerki po przeszczepie.

Przemystaw Biecek -Analiza danych z programem R

Przyklad 2: Beat the Blues

Handbook of Statistical Analyses Using R . Everit Hothorn ch. 10
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