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Liniowy model statystyczny

Modelem liniowym nazywamy taki model statystyczny, w ktorym obserwacje Y1,...,Y, maja postac
Y=po+ pixutpoxnt..t B xpa t& , i=1,2,...,n, gdzie x;; sa ustalonymi liczbami, & sa ,blgdami
losowymi”, a f, j=0,...,p-1 sa nieznanymi staltymi. Powyzszy model mozna zapisa¢ w klasycznej
postaci wektorowo-macierzowej oznaczangj (Y,Xﬂ,GZI), symbolizujacej model spehiajacy 3

nastgpujace zatozenia

. Y=XpB+¢
2. E(&=0
3. V(g)=0o’l
Y, Lox, - x,, £ B,
gdzie Y=|: |, X=|: : . i |,e=|:|,p=| :
Y, L A €, By

Model ten przedstawia losowy wektor Y, ktorego warto$¢ oczekiwana E(Y)=XP jest liniowa

kombinacjg kolumn nielosowej macierzy X, zwanej macierza planu eksperymentu. Nieznane s3

parametry [h,....[5,1 (Wspotrzedne wektora P ). Losowy wektor zaklocen € ma zerowa wartosé

oczekiwang a jego skladowe sa nieskorelowane i maja wspdlna (nieznana) wariancje o .

Zagadnienie oszacowania wektora [ metoda najmniejszych kwadratow (MNK) polega na

n -1
wyznaczeniu b = |§ minimalizujacego wyrazenie S(b) = z Y, - prijb_/)z =||Y — Xb”2 =

i1 7=0
(Y -Xb,Y - Xb)=(Y,Y)-2(X"Y,b)+(X"Xb,b)
gdzie || - || oznacza norm¢ a <,> iloczyn skalarny w R". Wyrazenie S(b)jest funkcja kwadratowa

wektora b.

Rozwigzanie analityczne. WK istnienia ekstremum, to zerowanie si¢ wszystkich pochodnych

asb) _,

czastkowych , i=0,..,p-1. W przypadku funkcji kwadratowej ten warunek jest rownowazny

1

znikaniu pochodnej Frecheta (macierz pochodnych czastkowych jest macierza zerowa)

S(b+Ab)—S(b) =(Y,Y)-2(X"Y,b+Ab)+(X"X(b +Ab).,b +Ab>
~(Y,Y)+ 2<XTY,b> —<XTXb,b> = 2<XTXb - XTY,Ab> +<XTXAb,Ab>
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Z nier6wno$ci Schwarza mamy |<XTXAb,Ab> I< HXTXAb)H”Ab

, a z definicji normy operatora

(XX Ab,Ab)

|
] <X Xljan] 0. ey

liniowego ciaglego HXTXAb)H < HXTXH”Ab” . Wobec tego

Ab —0 , a macierz 2(X"Xb—X"Y) jest macierza pochodnej mocnej. Warunek zerowania sig tej
macierzy prowadzi do uktadu réwnan
N) X'Xb=X"Y,

zwanego uktadem normalnym, ktéry ma zawsze rozwigzanie (gdyz Im X" =Im XTX)

Rozwiazanie geometryczne. Jezeli Y=0, to rozwigzaniem jest b =0. Zatézmy ze Y#0 . Norma
||Y—Xb|| jest minimalizowana przez takie b, ze Xb jest rzutem wektora Y na podprzestrzen
generowang przez kolumny macierzy planu eksperymentu tzn. span{Xp: peR”}=ImX, a wi¢c przez b
speliajace uktad rownan <Y—Xb,X/> =0, j=1,...,p (gdzie X; oznacza j-ta kolumn¢ macierzy X),
ktory bezposrednio prowadzi do uktadu réwnan
N)  X'Xb=X'Y,
W przypadku, gdy macierz X' X jest nicosobliwa otrzymujemy jednoznaczne rozwiazanie
b=p=X"X)"'X"Y,
ktore jest estymatorem MNK wektora parametrow [, natomiast YzX(XTX)leTYzHY jest

rzutem wektora Y na podprzestrzen ImX. Macierz H = X(X"X) ™' X" zwana macierza daszkowa (hat

matrix- dodaje daszek do Y) jest macierza idempotentng i symetryczng, wigc reprezentuje rzut

ortogonalny na ImX.

Twierdzenie (Gauss,Markow) W modelu (Y,Xp,o’I) najlepszym liniowym, nieobcigzonym (Best
Linear Unbiased Estymator - BLUE ) estymatorem wektora B jest wektor b = |§ =(X'X)"'X"y
uzyskany MNK.
Uwaga. Klasa estymatoréw liniowych to klasa {LY: Le M, , gdzie M,, oznacza zbidr rzeczywistych
macierzy typu (p,n)}. Dla danego estymatora liniowego LY okre§lamy tzw. ryzyko macierzowe

M(L)=E[(LY-B)(LY-B)" ]. Estymator L,Y jest lepszy od estymatora L,Y, jezeli macierz M(L,) - M(L,)

jest macierzg nieujemnie okreslong i nie rowna tozsamosciowo macierzy zerowe;.

Dowdéd. Estymator MNK b = |§ =(X"X)"'X"Yjest oczywiscie liniowy tzn. jest liniowa funkcja
wektora obserwacji. Jest on nieobciazony bo
EP) =X"X)"X"E(Y)=(X"X)"X"Xf =p.

2
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Ponadto B-Bp=X"X)'X"Y-B=(X"X)"'X"(XB+&)-B=(X"X)"X"g, stad

VB)=EG-BB-P = E((X"X)"X e XXX) 7} =(X"X) X E{ee” X (X'X) " =
=(X'X)"' X' {o'DIXX'X)" =c*(X'X)".

Rozwazmy dowolny inny estymator liniowy E =CY . Warunek nieobcigzonosci E (ﬁ) =p VB,

implikuje warunek CXB=p , VP, skad otrzymujemy warunek nieobcigzonosci CX=I.

V() =EPB-B)B-B)" =E{(CY -B)(CY-P)'} =E{(CY -CXB)(CY -CXp)"} =
=E{C(Y-XB)Y—-XP)'C"}=CE{ee” }C" =5>CC"

Z uwagi na warunek CX=I macierz kowariancji V(ﬁ) =o>(X"X)"" mozna zapisaé w postaci

Vp) =c*(X"X) " =a2CX(X"'X)'X"CT

Wobec tego VB)-V(P)=c>CI-X(X"X)"'X")C".

Ale macierz I—X(X"X)"'X" jest symetryczna i idempotentna, (wobec tego jest to macierz

rzutowania), ma wiec wartosci wiasne rowne 0 lub 1, czyli jest nieujemnie okreslona

Nieujemna okre§lonos¢ I—X(X'X)"' X" oznacza, z2 w (I-X(X'X)"'X")w>0 Vw, stad w

szczegblnosci dla w=C'z mamy z'C(I-X(X"X)"'X")C'z>0 Vz co oznacza nieujemng

okreslono$é¢ macierzy C(I —X(X'X)™' X")C".

Ostatecznie V(ﬁ) - V(ﬁ) jest macierza nieujemnie okreslong.

Konsekwencja nieujemnej okreslonosci V(ﬁ) - V(fi) . Rozwazmy dowolng liniowg kombinacje

wspolrzednych wektorow B i p tzn. ¢"B i ¢*f. Obliczmy réznice ich wariancji

V(c"B)-V(e"B)=c"V(Be—cV(Be=c"7(B)-V(B)e=0.

Wariancja dowolnej liniowej funkcji parametrycznej wspotrzednych wektora ﬁ jest nie mniejsza od

wariancji  liniowej funkcji parametrycznej wspotrzednych wektora fi uzyskanego MNK. W
szczegolnoéci  przyjmujac jako z wektor ¢ i- ty wektor bazy kanonicznej w R* otrzymujemy
V(Ei) > V(ﬁi) i=1,...,n czyli estymator MNK daje estymatory liniowe o minimalnej wariancji.

o Niezwykla cechg twierdzenia Gaussa Markowa jest ogdlnos¢ zatozen dotyczacych rozktadu.
Wynik obowiazuje dla dowolnego rozktadu — normalnos¢ nie jest tu wymagana. Zakladamy
jedynie E(Y)=XP i V(Y)=0"l. Jezeli te zalozenia nie s3 spehione ﬁmoZe by¢
estymatorem obcigzonym lub moze mie¢ wigkszg wariancj¢ niz inny estymator liniowy

wektorap .
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e W dowodzie twierdzenia GM korzystaliémy z zatozenia nieosobliwoéci macierzy X' X.
Twierdzenie jest jednak prawdziwe takze, gdy macierz Xnie jest pelnego rzedu (wigc

(X"X) " nie istnieje).

Def. Liniowa funkcja parametryczna cTﬁ jest (nieobcigzenie) estymowalna, gdy istnieje liniowy
nieobcigzony estymator b'Y tej funkcji.
WKW estymowalnosci E(b'Y)=b'E(Y)=b'XB=c¢'B,Vp < X'b=c< celmX")
(wiersz ¢’ jest liniowa kombinacja wierszy macierzy X.
Jesli macierz X jest pelnego rzgdu to, kazda liniowa funkcja parametryczna jest estymowalna. Jesli
X nie jest pelnego rzgdu to w interpretacji twierdzenia GM nalezy ograniczy¢ si¢ tylko do
nieobcigzenia estymowalnych liniowych funkcji prametrycznych
Def. Hipoteza liniowa HB=0 jest testowalna, jezeli estymowalne sa wszystkie liniowe funkcje

parametryczne generowane przez wiersze macierzy H

WKW testowalnosci : Im(H') < Im(X")
(wiersze macierzy H sa liniowymi kombinacjami wierszy macierzy X)

Fakt Niech H bedzie przestrzenig Hilberta a P: H—H operatorem liniowym samosprzezonym i
idempotentnym P’=P. Wowczas P jest operatorem rzutowania na pewng podprzestrzen
przestrzeni H (tzn. rzut na Im(P)).

Szkic dowodu. Dowolny wektor x mozna zapisaé w postaci x=Px+(/-P)x . Zauwazmy, ze
<PX, (I - P)X> ={samosprz¢zonos¢ P} = <X, P - P)X> = <x,PX - P2X> =0, czyli wektory Px
i (I-P)x sa ortogonalne. Z jednoznaczno$ci przedstawienia wektora x=Px+(/-P)x mamy
H =Im(P) ® Ker(P) i Px jest rzutem ortogonalnym wektora x na Im(P) a (I-P)x jest rzutem

ortogonalnym na Im(/-P)=Ker(P).

.2
Estymacja ¢ . Rozwazmy reszty MNK
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£= Y—Xﬁ =Y-XX'X)"'X'Y=I-H)Y=(I-H)(Xp+g)=1I-H)e
Wyznaczmy

E(:

“)=E((1-H)e,(1- H)e) =E<(I - H)zs,s> =E((I1-H)e,e)=E(e" (1-H)e)=

{e" (I-H)gjest skalarem}=E(tr{e’ (I - H)e})={ tr(AB)=tr(BA) } =

=E(tr{(1-H)ee" })={ przemiennos¢ liniowych operacji E i #r} =tr{E(I - H)ee" } =
=r{(I-H)E(ee" )} =tr{1-H)o’ D} =’ or{(I-H)} = o (tr{I} ~tr {H}) =

o’ (r{l} —r{X(X'X) "' X" ) = o (tr{l} - or{(X"X) ' X'X}) = o> (n—1r{l ) = 0 (n— p)
Stad estymator

2 _

=

o>

6 =L (Y- XB)" (Y - XB)=-1 2

n—p

=
jest nieobcigzonym estymatorem o,
Nieobcigzonym estymatorem macierzy kowariancji V(ﬁ) =0’ (X"X)™" estymatora wektorowego |§
jest 62(XTX)".

Dokladamy do modelu (Y, Xp,o 1) zalozenie o normalnosci skladnika losowego  &~N(0,5°1).

Woéwezas Y~N(XB,c’I) a estymator MNK |§ =(X"X)"'X"Y marozktad N » B0’ (X'X)").

Z postaci funkcji gestosci rozktadu wektora Y

1 T 1 pTyT 1 pTyT _1 T
5 (Y-XB)" (Y-XB) SBIXIXB LIXTY - LyTy

p(Y;B,0°)=(270%) ‘e =(2n0?) %e > e WYY

S(XB.XB) L{X"Y.B)-—Li(Y.Y)

=Q2ro?) e e

Przyjmujac T,(Y) = iX_/iY_/ = <Xi,Y> , i=0,...p-1 oraz T, (Y)= iY/z = <Y,Y> mozemy gesto$é

J=1 J=1
zapisa¢ w postaci

Pl

p(Y;B,02)=C(B,0%)e” 7

Jest to gesto$¢ rozktadu regularnej p+1 parametrowej rodziny wykladniczej a statystyka (7y,..., 7)) jest statystkg

1
TN~ 5T, (V)

dostateczng zupetng (wigc takze minimalng dostateczng)

T, (Y)
Estymator MNK 8 = (XTXY1 jest funkcjg statystyki dostatecznej zupelnej i jak wiadomo jest
T p-1 (Y)

A

nieobcigzony, skad wynika ze estymator P uzyskany MNK jest estymatorem nieobcigzonym o minimalnej

wariancji wektora .
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. A2 A1 2 A1 2 - 2 .
Podobnie 67 = 1|V — XBH = (Y] —HXBH )= (Y - [XXX) " TY)[ ). gdzie
T,(Y)
T(Y)= : , jest nieobcigzonym estymatorem o bedacym funkcja statystyki dostatecznej zupehnej
Tp—l (Y)_

wiec jest estymatorem nieobcigzonym o minimalnej wariancji.

Whiosek. Przy zatozeniu normalno$ci w modelu (Y, Xp,o°I) MNK daje estymatory optymalne

(nieobcigzone o minimalnej wariancji) w szerszej (niz klasa estymatoréw liniowych nieobcigzonych o

skonczonej wariancji) klasie estymatoréw nieobcigzonych o skonczonej wariancji .

Metoda najwiekszej wiarygodnos$ci w gaussowskim modelu (Y,Xp,c°I)

Przy zatozeniu e~N(0,6°T) funkcja wiarygodnosci ma postaé

5 (Y-XB)T (Y-XB) » —L]Y-xp|’
20 20

LB,c*;Y)=(2nc’ )ie =(270%) e

a jej podwojony logarytm

20,0 Y) =-nIn(275°) ~ L |Y - XB|* =-n1n(275") - L RSS(B)

Wida¢, ze maksymalizacja 2/(B,o”;Y) wzgledem P jest rownowazna minimalizacji RSS(B), czyli
estymator NW i MNK parametru wektorowego B sa identyczne.
Natomiast estymator NW parametru ¢® uzyskujemy z jako rozwigzanie ostatniego p-tego z réwnan

wiarygodnosci (pierwsze p-1 rownan to oczywiscie uktad (N))

n 1 -
-—+—RSS(P)=0,
o- o
skad otrzymujemy %”é”z = %dn:ENW[oZ].

Whiosek. W gaussowskim modelu liniowym (Y,Xp,o’I) metody MNK, NW i estymacja nieobcigzona

o minimalnej wariancji prowadza do tych samych estymatorow wektora .
~ 2
Niespodzianka. Jezeli dla estymacji wektora B przyjmiemy kwadratowa funkcje straty H[} - BH to dla

e dla p <2 estymator MNK jest dopuszczalny
e dla p >2 estymator MNK jest niedopuszczalny — lepszy przy pewnym A>0 jest estymator

grzbietowy ,.ridge” postaci (X' X+ A1) X"Y .
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W gaussowskim modelu liniowym (Y,XB,o°I) estymator uzyskany p ma rozklad N, ([5, o’ (X'X)" ),

co umozliwia konstrukcje testow istotno$ci dla wspdtczynnikow regresji (testy Walda) oraz
konstrukcj¢ przedziatéw ufnosci dla regresji (wartosci $redniej) i prognozy (przysztej wartosci)
Yproen(Xo) przy warunku x= X.

I tak

A

BN (XX o PP N

o(X'X);

gdzie (X"X);' oznacza i-ty element diagonalny macierzy (X'X)™',

P62 (Le) (I-H)(Le)~ 12,
O O

Ponadto zmienne losowe

Bi— b ; PL_TZP 52 - (Le) (1- H)(Le)

o (X"X);! o’ o

sa niezalezne bo i(ﬁ —B)=(X"X)"' X" (Lg) amacierze B=(X"X)"'X"i A =(I—H)spetniaja

[e3

warunek BA = 0 ,(zob. dodatek Formy liniowe i kwadratowe wektoréw normalnych).

B-B _B-5B
& JX'X);  SE;

Wobec tego ~ty, . Stad natychmiast mozna poda¢ konstrukej¢ testu istotnosci

dla parametru [, jak i przedziatu ufnosci dla tego parametru.

Test Walda moze by¢ réwniez uzyty do testowania hipotezy o jednoczesnym znikaniu kilku

1

wspotezynnikow. Podzielmy wektor B na dwie sktadowe f = { } odpowiednio o wymiarach p;ip; i

2
rozwazmy hipotez¢ zerowa Hy: B, = 0. Statystyka Walda jest forma kwadratowa
Nr A A
W =B,V (B,)B,.
gdzie ﬁz jest estymatorem NW P, a V(Bz) jest macierza kowariancyjng wektora ﬁz (zalezng od nieznanego

. . . A2 . 0 .
parametru O 2) . Zastepujac nieznany parametr O : jego estymatorem O —% otrzymujemyV(ﬁ2) 1

BV'(B,)B,
P

statystyka ma rozktad F ) co jest podstawa konstrukcji testu z prawostronnym obszarem

J=p

krytycznym

Rozwazane testy sg szczegdlnym przypadkiem ogolnego testu hipotezy liniowe;.
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Hipotezy liniowe

Model. Y=¢t¢
gdzie Y eR" jest wektorem obserwacji
peQc R jest wektorem $rednich, o ktorym wiadomo, ze nalezy do pewnej
wlasciwej podprzestrzeni liniowej Q przestrzeni R", tzn. Qc R" i
dim(Q)=p<n
ge R" jest losowym wektorem btedow o rozkladzie e~N,(0,c1)
Uwaga: Y ~N,(¢,0T)
Interesuje nas problem testowania hipotezy
Ho: peo c Q przeciwko H;: pe Q-o,
gdzie o jest pewng wlasciwa podprzestrzenig liniowa przestrzeni Q,
czylioc Q i dim(w)=p-r<dim(Q2).
Uwaga. Zbiory o i Q sg podprzestrzeniami liniowymi, czyli nie mogg to by¢ zbiory ograniczone np.
kule w R".

Po wyborze parametryzacji (bazy w przestrzeni R") rozwazany model liniowy mozna zapisa¢ w
postaci gaussowskiego modelu liniowego
Y=XB+¢
e~N(0,6°T)
X jest tu nielosowa macierza wymiaru (n,p) zwang macierzg planu eksperymentu o kolumnach
X; , i=0,...,p-1 przy czym x,=1, liniowo niezaleznych tzn. rz(X)=p.
Wektor ¢=E(Y) € Qc R" przy czym Q=span{x;; i=0,...,p-1}=Im(X)
Testowac¢ bedziemy hipoteze liniows
Hy: GB=0 przeciwko H;: GB#0 ,
gdzie G jest macierza (r,p) r<p pelego rzgdu tzn. rz(G)=r, ktéra specyfikuje podprzestrzen
o=Im(X ;) (dim(w)=p-r) bedaca obrazem obcigcia przeksztatcenia X do jadra przeksztatcenia G.

Test hipotezy liniowej oparty na ilorazie wiarygodnosci (wariant |)

Na poczatku skonstruujemy estymator najwickszej wiarygodnoéci parametréow (@,o)w modelu
liniowym
Y=¢+¢,
gdzie pe M —R" i £€~N(0,0°1) aM jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni R”.
Funkcja wiarygodnosci jest postaci

LV’

Lip,c%:Y)=(270%) e
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a jej logarytm

I(p,0°;Y)=InL=-2In(2zc") — -,

202

Y—(p||2.

Oznaczmy przez P,, projekcjg ortogonalna na podprzestrzen M < R". Tym samym symbolem
bedziemy oznaczaé reprezentacje macierzows tej projekeji (rzutowania). Macierz P, jest
idempotentna ( Pﬁj = P,, - to gwarantuje, Ze jest to macierz rzutowania) i symetryczna (P]; =P, -ten
warunek zapewnia, ze projekcja jest ortogonalna). Stad

l(p,0%Y)=-2In2rc”) — -,

202

Y-P,Y+P,Y ¢, ale

IY-P,Y+P,Y-¢| =(Y-P,Y+P,Y-0,Y-P,Y+P,Y-0)=|Y-P,Y[ +|B,Y ¢
bo (Y-P,Y,P,Y-¢)=0 gdyz Y-P,YeM" aP,Y-peM.
Wobec tego  I(p,0°;Y) = —%ln(271'0'2) —ﬁ

Y-PY| - L|B,Y- o

W powyzszej funkcji wektor @ wystepuje tylko w jednym miejscu, wiec fatwo widac, ze V¢

I(p,0%Y) < —%ln(271'0'2) —ﬁ Y - PMY”2 i rownos$¢ wystepuje tylko dla ¢ = P, Y wigc

Y - PMY”2 wyznaczamy

¢ =P,Y = ENW[p]. 6 =argmaxl(@,07;Y) =—LIn(27c”) — =

szukajac ekstremum funkcji rézniczkowalnej jednej zmiennej. Oczywiscie 6~ = i”Y - PMY||2.

Y- P,Y|") = ENW(p,c?).

Wykazemy, ze rzeczywiscie (¢,6°)=(Y — B, Y, L

($,6%:Y)~1(p,07;Y) =—2In(27) = 2In 6’ - Y—PMY||2
n n 2 2
—(—2In@27)-4Ino’) —5|Y - P, Y| —|P, Y- o)
~2 2 2
=2(-In& -1+ 5)+-L|B, Y - ¢

Z nierownosci In x < x — 1, ktdra jest konsekwencja wklestosci funkcji Inx otrzymujemy
nierownos$¢ —Inx —1+ x>0, ktora jest prawdziwa dla wszystkich x > 0, a rownos¢ zachodzi
jedyniedla x =1.

Wida¢ wiec ze 1(9,67;Y) —I(p,0°;Y) jest suma dwoch nieujemnych sktadnikow

%(—lni—§—1+j—§) i PMY—(z)”2 wiee 1(9,6%Y) = 1(p,07;Y) >0, a wartoé¢ 0 roznica ta

202

osigga, gdy oba sktadniki rownocze$nie si¢ zeruja, czyli ¢ = P, Y a g—z =1.
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Konstrukcja testu hipotezy liniowej oparta na ilorazie wiarygodnosci

L($,6%Y) FERN 5’ 62—
C={Y: A(Y)=—""F"—>c Y: >c Y:—>c Y: “r—s—>c
{ ( ) L((D,UZ,Y) 1} { 02 1} { 2} { 6'2 }
Oznaczajac
RSS,=88T =R, = ||Y - PMY”2 = ||s||2 resztkowa suma kwadratéw przy prawdziwosci Hy

(catkowita suma kwadratow SS, )

RSS,, = SSE =R, =

resztkowa suma kwadratéw w modelu bez ograniczen

(W problemie k-prob suma kwadratow wewnatrz grup SS within )

otrzymujemy C={Y: F——W c}.
Q

Interpretacja geometryczna

(w problemie &-préb suma kwadratow

(DLQ

pomig¢dzy grupami (modelami) SS

between )

Przedstawmy Q=@ ® o a nastepnie R" =0 @ 0 ®Q", gdzie ™ oznacza dopeknienie
ortogonalne @ do Q.

Przeksztalcenie (oraz macierz reprezentujgca to przeksztalcenie ) i, — F, = P ., jest projekeja na
dopetnienie ortogonalne przestrzeni o do przestrzeni Q. Wektor L& ma rozktad N, (0,I) ,wigc przy
prawdziwosci Hy:peo® wektor L(P,-P,)Y=1P WY =2P n(p+e)=P m( €) jest obrazem
wektora ~e~N, (0,I) w projekeji Pmm rzedu 7.

Podobnie wektor L (I-F,)Y=1P Y=1P (p+&)=P, (L&) jest obrazem wektora - &~
N,(0,I) woprojekcji P, rzgdu n-p. Z uwagi na fakt ze ztozenie (iloczyn macierzy) P, P .. jest

przeksztalceniem zerowym wektory - (P, —P,)Yi L (I-P,)Y sa niezalezne a formy kwadratowe
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(B~ POY[ i £~ PBy)Y| maja przy prawdziwosci Hy rozklady odpowiednio 771 z2., (zob.
uzupetnienie- Formy liniowe i kwadratowe wektoréw normalnych), wiec

.y RSS,—RSS, .., [P =P)Y["
T X

statystyka F

ma przy prawdziwosci Hy rozklad Snedecora £ .,

Uwaga. W przypadku, gdy nie jest prawdziwa hipoteza Hy:pew®, wektor iPmmY ma rozktad

2
N (L P ,o,I) a forma kwadratowa |- P ,,Y|| ma niecentralny rozktad ® 7z parametrem
n\oc " @ ¢ ol ® y Z r,o p

. e |
niecentralno$ci o = H; Pmmgo

‘ . Fakt ten umozliwia wyznaczenie tzw. obserwowanej mocy testu

hipotezy liniowej

Podsumowaniem jest nastepujaca tabelka ANOVA

Suma kwadratow Stopnie swobody Sredni kwadrat
lloraz F
SS df MS
RSS, — RSS, r L(RSS, = RSSy) | o _ »p RSS, ~RSS,
1 " RSS,
RSS, n-p —p RSS,
RSS, n-p+r

Dodatek- Formy liniowe 1 kwadratowe wektoréw normalnych

Xl
e Niech X = bedzie wektorem losowym o rozkladzie N(0,1)iniech A bedzie macierzg nxn

X

symetryczna, idempotentna rzedu . Wowczas forma kwadratowa X AX ma rozktad x7.
X 1
e Niech X = bedzie wektorem losowym o rozktadzie N(0,1), A bedzie macierza nxn

X

n

symetryczng, idempotentng rzedu » a B dowolng macierza m x ntaka, ze BA =0. Wowczas funkcja
liniowa (wektor losowy) BX ma rozktad niezalezny od rozktadu formy kwadratowe;j
X'AX = (X,AX).
X 1
e Niech X = bedzie wektorem losowym o rozktadzie N(0,1), A bedzie macierza nxn

Xﬂ

symetryczng, idempotentng rzedu » a B macierza nxn symetryczna, idempotentng rzgdu s <n—r.
Zalozmy ponadto, ze BA = 0.Wowczas forma kwadratowa X AX = <X, AX> ma rozktad

niezalezny od rozkladu formy kwadratowej X BX = <X, BX> .
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Dowody powyzszych faktow
X,
e Niech X=| : | bedzie wektorem losowym o rozkltadzie N(0,I)iniech A bedzie macierza
X

n

nxn symetryczng, idempotentng rzedu r. Wowczas forma kwadratowa X AX ma rozklad y”.

Macierz A jako macierz symetryczna ma rzeczywiste wartosci wlasne a jako idempotentna ma wartoéci
wilasne rowne 0 1 1 przy czym 1 jest r-krotng wartoscig wtasng a 0 n-r krotng warto$cig wtasng. Wektory
wlasne odpowiadajace réznym warto§ciom wlasnym macierzy symetrycznej sa ortogonalne. Podprzestrzen
wilasna odpowiadajaca wartosci wlasnej 1 jest wymiaru 7 istnieje wigc 7 liniowo niezaleznych wektorow

wilasnych odpowiadajacych wartosci whasnej 1. Przeprowadzajac procedur¢ ortonormalizacji Grama

Schmidta mozna wybra¢ w przestrzeni wlasnej X ;_, bazg ortonormalna. To samo dotyczy przestrzeni

whasnej X ,_,. Reasumujac z kolejnych ortonormalnych wektorow wiasnych przestrzeni X ,_, i X ,_,

tworzymy nowg baze przestrzeni R i tworzymy macierz ortogonalng C, ktérej kolumny s wektorami

zbudowanej nowej bazy ortonormalnej. Wowczas

. I 0
CAC=A= .

Niech Y=CX & X =CY. Oczywiscie Y =CX~N(0,1).

, o , , Y,
Stad X AX=YCACY =Y AY . Zapiszmy wektor Y = C X w postaci Y = {Yl} , gdzie
2

Yl Yr+1
Y, = : Y, = :
Y, Y,

XAX=YCACY =YY, =) Y~y
i=1
Xl
e Niech X=| ! | bedzie wektorem losowym o rozkladzie N(0,I), A bedzie macierza nxn
X

symetryczng, idempotentng rzedu  a B dowolng macierzg m x n taka, ze BA =0. Wowczas
funkcja liniowa BX ma rozktad niezalezny od rozktadu formy kwadratowe;j
X'AX =(X,AX)

Niech C bedzie macierzg ortogonalng sprowadzajaca macierz A do postaci diagonalnej

12
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\ I 0
CAC=A= { 0 0} . Przy oznaczeniach z poprzedniego punku mamy

XAX=YCACY =YAY =YY, =YV ~y’

im1
Niech F = BC .Wowezas FA = BCC 'AC = BAC = 0 bo BA = 0. Dokonujac podziatu
macierzy F = BC wymiarum X n nabloki F = [F1 F, ], gdzie F, jest macierza mxr a F,

I 0
macierzg m X (n—r) otrzymujemy FA = [F1 Fz{ 0r 0} = [F1 0]= 0 ,skad F, =0
czyli F = [0 F, ] Funkcje liniowg BX' zapisujemy w postaci

, Y,
BX=BCCX=FY=[0 F{YI}FQYQ.

2
Wiyrazilismy funkcjg liniowa BX' jako funkcjg liniowa wektora Y, niezaleznego od wektora Y, . Stad
BX i X'AX s niezalezne. Oczywiscie BX ~ N (0, F,F,).
X,
Niech X=| : | bedzie wektorem losowym o rozkladzie N(0,I), A bedzie macierza nxn
X,

symetryczng, idempotentng rzedu » a B macierza nxn symetryczng, idempotentng rzedu

S SN—T Zalézmy ponadto, ze BA =0 wowczas forma kwadratowa X AX = <X, AX> ma
rozktad niezalezny od rozktadu formy kwadratowej X BX = <X, BX> .

Niech C bedzie macierzg ortogonalng sprowadzajacg macierz A do postaci diagonalnej

\ I 0
CAC=A= { 0 0} . Przy oznaczeniach z poprzedniego punku mamy

XAX=YCACY=YY, =)V’

=1
Niech G = C'BC . Oczywiécie G jest macierza symetryczna i
GA = C'BCC 'AC = C'BAC = 0 gdyz BA =0. Zapisujac macierz G w postaci blokowej

G G
G= {G,l Gz}, gdzie G, ma wymiary 7" X7 a G, ma wymiary (n—r)x(n-r) otrzymujemy
2 3

G, G,|I 0 G, 0 0 0 _ . _

GA =| | = = z czego wynika, ze G, =01 G, = 0 wigc
G, G;|0 O G, 0 0 0

takze G, = 0. Wobec powyzszego

. S o0 oY L
XBX = XCCBCCX=YGY =Y, YZ]L) G }{Y‘} = Y,G,Y,jest forma kwadratowa
3 2

ostatnich n-r wspolrzgdnych wektora Y=CX_N(@OI) ,wiec niezalezng od formy X'AX zaleznej od
pierwszych r wspotrzednych wektora Y=CX_N(@ODI) .

0 2 .
G }ta(d G;=G; i

3

: : : : 0
Zauwazmy, z2 G = CBCC'BC =CBBC =CBC =G iG={0

rank(G) = rank(G,) =5 (s <n—r)wicc XBX~y’.
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Odlegos¢ Mahalanobisa
Wersja populacyjna. Rozwazmy wektor losowy X =| : | orozkladzie Q, o wektorze warto$ci

m, Oy = Oy
oczekiwanych m=| : | imacierzy kowariancyjnej X =

2
my Ou =+ O

Xy
Odlegto$¢ Mahalanobisa punktu x =| : | od rozkladu Q (od jego centrum) jest zdefiniowana

X

wzorem d,(x,0)= \/(x -m) 27 (x-m).
Odleglos¢ ta jest wielowymiarowym uogolnieniem idei mierzenia odlegto$ci punktu od ,,srodka”

rozktadu w jednostkach odchylenia standardowego z uwzglednieniem skorelowania zmiennych.

X N
Majac dane dwa punkty x=| : |i y=| : | ich odleglo$¢ wzgledem rozktadu Q okreslamy
X Vi
wzorem d,(xy,0) =\/(x—y)T X (x-y).
Xl
Jesli X=| 1 |~N(M,E), 10 f(0) = oorore O O o0
Xk

Warstwice funkcji gestosci rozktadu normalnego sg izoliniami odleglto$ci Mahalanobisa od wektora

warto$ci oczekiwanych m .

Wersja probkowa. Jesli dysponujemy proba prosta z rozktadu Q mozemy zdefiniowa¢ probkowa

wersj¢ odlegtosci Mahalanobisa d ,,(x,Q) = \/ (x—X)"S'(x—X) i odpowiednio

d\(%,¥,0) =/ (x~y) S (x~y) , gdzie S = ﬁ[Z(XiS - X)X, —)?,-)} jest probkowg

s=1
macierza kowariancji.
Z uwagi na mozliwo$¢ dekomopozycji macierzy X' = W' W (dekompozycja Choleskiego lub

uzycie pierwiastka symetrycznego —z tw. spektralnego) mozna uwaza¢ odlegtos¢ Mahalanobisa jako

normg euklidesows d,,(X,y,0) = \/ x-y) Xl (x-y) = ||W(x — y)|| wektora X —y poddanego
transformacji wybielajacej W(X —y) tzn. usuwajacej skorelowanie wspotrzednych. Rzeczywiscie
T=W' W) aV(WX) =WV X)W =WW (W)W’ =1.
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Liniowy model statystyczny w postaci scentrowanej

Liniowy model statystyczny Y, = B, + S, x,, +---+f8,x, +¢&,, i=1,2,...,n, (k=p-1=rank X) zapiszmy w

postaci wektorowo-macierzowe;j

. Y=Xp+¢
2. E(&)=0
3. V(e)=0o'l
Y Lox, - xy & By
gdzie Y=| : [, X=|: : . :|,e=|:[,p=|":
K1 1 xnl xnk gn ﬁk

Model ten przedstawia losowy wektor Y, ktorego wartos¢ oczekiwana E(Y)=XP jest liniowa

kombinacja kolumn nielosowej macierzy X, zwanej macierza planu eksperymentu. Nieznane sg

parametry /..., (wspotrzedne wektora P). Losowy wektor zaklocen € ma zerowa warto$é
oczekiwang a jego poszczegélne skltadowe sg nieskorelowane i maja wspdlng (nieznang) wariancje
o’ . Powyzszy model mozna zapisaé w postaci

Y=a +/Bl(xil _)_Cl)+"' +ﬁk(xik _)_Ck)+€i , i=1,2,...n,

n
gdzie @ =B, + X, ++BX, i X, =1 x;, j=l,...k
i=1

Przyjmijmy nast¢pujace oznaczenia

1 1 1 X, ox,
j=1=:,J=jj"=|: . X = . X=[j, X1
1 1 1 xnl xnk
1 1
Macierz ~J=1|: -, | jest macierza symetryczna i idempotentng  reprezentujaca rzut
1 1

ortogonalny na 1-wymiarowa przestrze span{l} =span{j}. Natomiast macierz I — 1 J symetryczna i

idempotentna zwana macierza centrujaca reprezentuje rzut ortogonalny na span{l}* = span{j}*.
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Rzeczywiscie (I-1HX, =I-1J) : . : |= f f =X, prowadzi
do scentrowanej formy macierz zmiennych objasniajacych.

Model Y = XB +¢& w scentrowanej formie moze by¢ zapisany w postaci

X
=[j ]LJ

Uktad rownan normalnych dla tego modelu jest postaci

SN I 2 - i’ Anni
[i X 13 Xc]{ﬁj—n X.] Y@{XJUX ]LJ {XJY@
o i'i i'X, [éa _"n? n al [ nY
XTi XX, B) " [x7y) 7o xT BT Ixry)
IR KR e (SN
Stad r r Ty -1y T
B [0 XX | |X'Y]| |0 (XX) XIX)"'X’Y

Wobec powyzszego

. Y ~ra T 1T 1 T -1y T
[.] Xc] (XTX ),IXTY :JY+XC(XCXC) XcY:(7J+Xc(X6X5) Xc)Y

A

B,

Porownujac dwa wzory

[JX]{

Y=LI+X,(XIX)'X)Y i Y=HY=XX'X)"'X"Y

otrzymujemy druga posta¢ macierzy daszkowej H==1J + X XIxX)'X.

n—1 c T c
s=1

Zauwazmy, ze S = L[z (X, — )?i)(st - )?j )} = ﬁXTX

Wyznaczmy i-ty element diagonalny macierzy daszkowej

xil xl
p— p— T 71 .
hi:Hii:%_i_[xil_xl xik_xk](XcXc) : =
X, — X,
X=X
t [ -x % ][(n—DS] L+-Ldy (x,.%)
Xy =X
X1 Xk
gdzie x —[x ] jest i- tym wierszem macierzy X, = ©|a x=[)_cl )?k]
xnl xnk
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1
n

Uzyskany zwiazek h =H, = +ﬁdf4 (x;,X) tlumaczy zastosowanie dzwigni do identyfikacji

obserwacji odstajacych.

Klasyczny model liniowy ma zastosowanie wowczas, gdy wartosci zmiennych objasnianych sa
ustalone w powtarzalnych probach. W praktyce czesciej mamy do czynienia z losowymi zmiennymi
objasniajgcymi. Sytuacja ta prowadzi do powaznych komplikacji zagadnienia estymacji i estymatory
MNK tracg swoje cenne wlasnosci. Jest jednak pewien przypadek szczegolny, ktory nie prowadzi do
zbytnich komplikacji. Modyfikujemy klasyczny model liniowy zast¢pujac zatozenie o nielosowosci
zmiennych objasniajacych zatozeniem (Goldberger):

X jest macierza losowg o rozkladzie niezaleznym od €.
Zalozenie to wzigte wraz z pozostalymi (nie zmodyfikowanymi) zatozeniami modelu liniowego
prowadzi do zaleznosci

E(E€X)=0

E(yX)=XB

V(EeX)=c’1

Wykorzystujae fundamentalng wlasno$¢ iterowania warto$ci oczekiwanych mozemy stwierdzi¢, ze:

Jezeli w klasycznym modelu regresji liniowej zaloZenie o nielosowosci zmiennych
objasniajacych zastapimy zalozeniem, ze X ma rozklad niezalezny od g, to estymatory

rozwazanych parametrow uzyskane MNK sg nieobcigzone.

Przy losowosci zmiennych objasniajacych estymator MNK I.?i =(X"X)"'X"Y nie jest liniowy, gdyz
jest on teraz stochastyczng funkcja wektora Y i jako taki nie moze by¢ najlepszym liniowym
estymatorem. Uwagg t¢ mozna pominaé, jezeli zmienne objasniajace sa zmiennymi losowymi o
rozkladzie niezaleznym od sktadnikéw losowych, poniewaz wowczas uzyskane estymatory maja
wlasno$ci estymatorow uzyskanych MNK. Mozna pokazaé, ze estymator ﬁ: (X'X)"'X"Y jest

identyczny z estymatorem najwigkszej wiarygodnos$ci przy zalozeniu, ze skladniki losowe maja
rozktady normalne, a rozktad X nie zalezy od parametréw B i o”. Rozwazajac heurystycznie mozna
stwierdzi¢, ze stochastyczna niezalezno$¢ sktadnikow losowych i zmiennych objasniajacych zapewnia,
ze estymatory uzyskane MNK maja wlasnosci estymatorow uzyskanych klasyczng MNK pod
warunkiem, ze macierz X przyjmuje dowolng warto$¢, co jest réwnowazne bezwarunkowemu
posiadaniu klasycznych wilasnosci dla kazdej macierzy X. Podobnie zachowuja swa wazno$¢
klasyczna estymacja przedzialowa i weryfikacja hipotez: na przyktad przedziat, ktory pokrywa

prawdziwg warto§¢ parametru z prawdopodobienstwem 1-¢ dla kazdej ustalonej wartosci X, bedzie
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pokrywaé¢ prawdziwg warto§¢ parametru z prawdopodobienstwem 1-a dla wszystkich mozliwych
warto$ci X. Oslabienie zatozenia niezalezno$ci zmiennych objasniajacych od sktadnika losowego
prowadzi do modeli ktére nalezy analizowaé oddzielnie, istotnie wykorzystujac charakter tych
odstepstw. Opisy réznych klas modeli uzyskiwanych poprzez oslabianie zalozenia niezalezno$ci
mozna znalez¢ w monografii:

Fuller W.,A.; Measurment Error Models, Wiley, 1987
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