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Analiza reszt i diagnostyka modelu (Y, XB,c’I) -uzyteczne wzory

Liniowy model statystyczny Y, = 3, + B,x,, +--+f,x, + &, i=1,2,...,n, zapiszmy w postaci

wektorowo-macierzowej

. Y=XB+¢
2. E(®=0
3. V(e)=0"1
Y Lox, Xy, & By
gdzie Y=| : |, X=|: : . : |,e=|:|,B=]|:
}/n 1 xnl xnk gn ﬁk

Jezeli model regresji liniowe;j jest poprawny ciag rezyduéw &, powinien zachowywaé si¢ w

przyblizeniu tak jak ciag i.i.d N(0,07). W szczegolnosci wykres rezydudéw wzgledem numeru

porzadkowego lub warto$ci przewidywanych ), powinien zachowywa¢ si¢ w przyblizeniu tak jak

ciag i.i.d N(0,0%). Wiadomo, ze rezydua &, i=1,...,n nie s3 niezalezne (sumuja si¢ do 0!) i nawet w

przypadku adekwatnego modelu liniowego nie maja tej samej wariancji. Rzeczywiscie
E=Y-Y=(I-H)Y=I-H)(Xp+g)=I-H)e.

Stad E@)=I-H)EY)=I-H)Xp=Xp-HXp=Xp-Xp=0,
VE)=1-HV(Y)I-H)' =1-H)c’I(I-H)=c’1-H)’=c’(1-H).

T

Biorgc pod uwage posta¢ macierzy H = X[X"'X]"'X

Wariancja i blad standardowy rezyduum &, =Y, —I}i majg postac

V(é)=0’(1-H,), SE; =S\1-H, , gdzie §* =—5> (Y, -Y) === D &.

1
i=1 i=1

~ é‘

i _ i — éi
J@E) ofi-H, ofi-h

znamy O ) o jednostkowej wariancji i

Stad mamy standaryzowane rezydua (nie obserwujemy ich bo nie

é é g

1 1

, gdzie h.=H,.

1 studentyzowane rezydua 7=

"TSE,  S{1-H, S{1-4

(uwaga: w programie R funkcja rstandard() zwraca reszty studentyzowane)

Uwaga. W przypadku duzej licznosci proby wariancja V' (£,) = o> (1— H ) jest w przyblizeniu réwna

wariancji bledow o’ . W takim przypadku nie ma znaczenia, czy rozpatrujemy wykres rezyduow czy
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rezydudw studentyzowanych. Jednakze w przypadku matych prob dla ktorych warto$ci zmiennej
objasniajacej nie sg roztozone rownomiernie, niektore bledy SE; moga znacznie odbiegac od bigdu

S. W takim przypadku warto w analizie rezydudéw uzy¢ reszt studentyzowanych.
Identyfikacja obserwacji nietypowych-odstajacych 1 wpltywowych.

Obserwacje odstajace, to takie obserwacje, ktore nie spetniaja modelowego roéwnania Y = XP+¢.
Obserwacja wptywowa nazywamy taka obserwacje, ktorej usunigcie ze zbiory danych powoduje duza
zmian¢ wektora estymatoréw MNK. Powszechng praktyka jest uznawanie, ze obserwacja jest
odstajaca jezeli jej rezydyum studentyzowane jest co do wartosci bezwzglednej wicksze od 2 (dla

bardzo duzych zbioréw danych od 4). Rozpatrujac studentyzowane rezydua 7, zamiast e, =€,

uwzgledniamy r6zng zmienno$¢ rozktadow rezyduow, ktora moze powodowac, ze niektore wartosci

£, sa pozornie odstajace. Sporzadzenie wykresu studentyzowanych rezyduéw wzgledem ich indeksu

umozliwia zidentyfikowanie duzych wartosci, ktore przypuszczalnie odpowiadaja obserwacjom

odstajgcym. Metoda ta jednak zawozi w przypadku wplywowej obserwacji odstajacej Y; dla ktorych

roznica &, =Y, -Y =Y — XTB jest mata (X?r oznacza i-ty wiersz macierzy planu eksperymentu X).

W celu poprawne;j interpretacji rowniez tych obserwacji rozpatruje si¢ nastgpujaca modyfikacje i-tego

rezyduum

gdzie I}i(i) jest wartosciag przewidywang zmiennej objasnianej w modelu regresji Y = Xp+¢ , dla
x' = Xf na podstawie zbioru danych

T T T T
LIS (C1 ) RENC AN ) NO/NTS ity SN O A% ¥ I
ktéry powstaje z catego zbioru przez pominiecie i-tej obserwacji. Zauwazmy, ze dla wptywowe;j
obserwacji odstajacej warto$é d, w odrdznieniu od wartosci £, nie bedzie bliska 0. Warto$¢ d,

1

nazywamy rezyduum modyfikowanym a jego studentyzowana wersje

1

d _ &

' SE, SE,

o)
studentyzowanym rezyduum modyfikowanym.
W jezyku R funkcja rstudent() wylicza te reszty. W mongrafi Farawaya dla ¢, uzywa si¢ nazw:

jacknife (externally studentized or crossvalidated) residuals. Wykorzystujac algebre macierzy w

postaci blokowej mozna pokaza¢, ze do wyznaczenia studentyzowanego rezyduum zmodyfikowanego
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nie trzeba powtarza¢ procedury estymacji parametrow metodg MNK ze zredukowanym zbiorem

danych, gdyz prawdziwy jest zwiazek ¢, z £ oraz RSS = Zél.z = Z(Yl - 2)2 poprzez rownosé

i=1 i=1

. n—k-2
t,=¢ — > lub £, =1,
RSS(1-h)—¢;

n—k—-1
— , (p=kt1=rank(X)).

n—k—r,
#reszty studentyzowane (w R standaryzowane) dla modelu

g <-Im (sr ~ pop15+pop75+dpi+ddpi,savings)

sg<-summary(g)

(sg8sig)

sqrt(deviance(g)/df.residual(g))#inny sposob wyznaczenia estymatora sig

r <- rstandard(g)

rl<-residuals(g)/(sg$sig*sqrt(1-hatvalues(g))) # inny sposob wyznaczenia reszt r_i

qqnorm (1) # wykres Q-Q dla reszt studentyzowanych r

abline (0,1)

#reszty studentyzowane zmodyfikowane (w R studentyzowane)

t<-rstudent(g)#reszty studentyzowane zmodyfikowane t i

r<- rstandard(g) #reszty studentyzowane

t1<-r/sqrt((gSdf.residual-r"2))*sqrt((g$df.residual-1)) # reszty studentyzowane zmodyfikowane
t2<-residuals(g)*sqrt(gSdf.residual-1)/sqrt((deviance(g)*(1-hatvalues(g))-residuals(g)"2)) # reszty studentyzowane zmodyfikowane ver.2

Niektore obserwacje nie pasuja dobrze do modelu - nazywane sa obserwacjami odstajacymi. Inne
obserwacje zmieniaja dopasowanie modelu w sposob istotny - nazywane sg obserwacjami
wplywowymi. Punkt moze by¢ zadnym, jednym lub oboma z nich. Punkt dzwigni jest nietypowy w

przestrzeni predyktorow - ma potencjat, aby wptynac na dopasowanie.

Obserwacje wptywowe, czyli takie ktorych usunigcie ze zbioru danych powoduje duzg zmiane
wektora estymatorow MNK moga, ale nie musza by¢ obserwacjami odstajacymi. Inng grupg punktow
wsrod ktorych moga znajdowac sie obserwacje wptywowe stanowig te, dla ktorych wektor wartosci
zmiennych objasniajgcych jest znacznie oddalony od typowego wektora wartosci zmiennych
objasniajacych (tzw.punkty dzwigni). Nie nazywamy ich obserwacjami odstajagcymi, gdyz fakt
przyjmowania nietypowych wartosci przez zmienne obja$niane nie ma nic wspolnego z zachodzeniem
lub nie rownosci Y = XP +&. W przypadku regresji jednokrotnej wyrdznienie tych punktow jest
proste, cho¢by na podstawie histogramu wartosci zmiennej objasniajacej. W przypadku wielu

zmiennych znaczne odbieganie wektora X od wektora $rednich X = (1, X,,...,X, ) wcale nie musi
oznaczaé, ze ktoras ze wspotrzednych wektora x bedzie znacznie odstawaé od odpowiadajace;j jej
wspotrzednej wektora srednich. Pewna globalna miara odstgpstwa obserwacji X od wektora $rednich
X jest zadana przez i-ty diagonalny 4=H,; element macierzy daszkowej H (czasami zwany wplywem
(influence) lub dzwigniq (leverage) ). Poniewaz wiadomo, ze

D h=trace(H)=p=k+1 i +<h<I,

i=1

(x;-X)? . . .. . _ _ 2 —
h=H,=1+ e (dla regresji jednokrotnej i wielokrotnej A, = H,, =+ +-L-d | (x,,X))
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(z drugiej postaci macierzy daszkowej uzyskanej z modelu scentrowanego ( zob. ML2)).

Oczywiscie stad /i, > .

Poniewaz H =H” mozemy napisa¢ h = H, = ZH 5 =H, + ZH 5 . Stad po podzieleniu przez A,

j=1 J#i

n

YH;
l=h+=—=h<1

y
j=1
Iy i

. . < . ;o . . r o« k+l _ P . . .
Mozemy wige przyjaé, ze typowa warto$¢ /i, nie przekracza znacznie warto$ci —— =--. Przyjmuje sie
ze obserwacja dla ktorej

s 204D _2p
n n

jest potencjalng obserwacja wpltywowsa. Dodatkowym uzasadnieniem wnikliwego rozpatrzenia
obserwacji o duzym wptywie 7, jest fakt, ze V(e,) = o~ (1—h,). Zatem dla obserwacji o duzym
wplywie & wariancja odpowiadajacego rezyduum jest mata gdyz warto$¢ przewidywana jest

"zmuszana" do pozostawania blisko zaobserwowanej wartosci Y.

1

Kazda potencjalnie wptywowa obserwacj¢ (spetniajacg 5 > M) usuwamy kolejno ze zbioru
n

danych i sprawdzamy na ile zmienit si¢ wektor wspotczynnikow i caty model. Alternatywnie proces

identyfikacji obserwacji wplywowych mozna oprze¢ na obliczeniu tzw. odleglosci Cooka D; , ktora

wykorzystuje koncepcje zmodyfikowanych rezyduow d, = En = Y - Yi(i) :

D = (ﬁ _ﬁ(l‘))TXTX(ﬁ _ﬁ(i)) _ Zj:l()}] _j}j(i))2 _ 5',2 ]’li _ 7’,~2 ]’li
" (k+1)S? (k+1)S? (k+1)S*>(A-h)> (k+1)(1-h)

#obserwacje wplywowe

cook <- cooks.distance(g) #funkcja R wyznaczajaca odlegtosci Cooka
#sprawdzenie wzorow na odlegtosci Cooka
cook1<-(residuals(g)*2*hatvalues(g))/(1-hatvalues(g))"2/sg$df] 1]/sg$sigma’2
cook2<-rstandard(g)"2*hatvalues(g)/(1-hatvalues(g))/sg$df]1]

inflm.g <- influence.measures(g)#funkcja R wyznaczajaca wptywy usunigcia obserwacji na model
inflm.g$infmat

Information for influence.measures() function. k = # (predictor)

Function Description Rough Cut-off
dffits() the change in the fitted values (with appropriately scaled) > 2*sqrt{(k+1)/n}
dfbetas() the changes in the coefficients (with appropriately scaled) > 2/sqrt(n)
covratio() the change in the estimate of OLS covariance matrix (trace of cov matrix) outside 1+/- 3*(k+1)/n
hatvalues() standardized distance to mean of predictors used to measure the leverage of observation |>2*(k+1)/n
cooks.distance() standardized distance change for how far the estimate vector >4/n
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Warto$¢ D; odpowiada wptywowi jaki na prognoze¢ znanych wartosci zmiennej obja$nianej ma
usunigcie ze zbioru danych i-tej obserwacji. Mierzy ona tez kwadrat odleglosci miedzy wektorem
wspolczynnikow w petnym modelu regresji i wektorem wspotczynnikow w modelu z usunieta i-ta
obserwacja. Duza warto$¢ D; wskazuje na znaczny wptyw usunigcia i-tej obserwacji, czyli i-ta
obserwacja jest obserwacja wptywowa. Zauwazmy, ze duza warto$¢ /4, jest tylko jedna z przyczyn
duzej wartosci D;. Obserwacja moze by¢ wplywowa (mie¢ duza warto$¢ D;) przy umiarkowane;j
warto$ci /. ale majac duza warto$¢ resztowa &, . Ta ostatnia uwag thumaczy dlaczego czgsto preferuje

si¢ analize odlegtosci Cooka zamiast analizy wartosci wplywow.

Wykresy potnormalne half-normal plots

Wykresy potnormalne sg przeznaczone do oceny danych dodatnich. Moga byé uzywane do | €, | , ale

sg bardziej przydatne do wielkos$ci diagnostycznych, takich jak dzwignie czy odlegtosci Cooka.
Pomyst polega na wykresleniu danych wzglgdem dodatnich kwantyli normalnych. Abu to zrobi¢
trzeba :

e posortowaé dane xp; < xp; <...< Xy

e wyznaczy¢ U, = F];(lo’l)( )

2n+i

e wykona¢ wykres rozrzutu (xp,u;) ,i=1,...,n.

Co powinno by¢ zrobione w zwigzku z nietypowymi obserwacjami?

1. Najpierw sprawdz, czy nie wystgpit blad wprowadzania danych. Sg to stosunkowo
powszechne sytuacje. Niestety pierwotne zrodto danych moglo zosta¢ utracone.

2. Zbadaj kontekst fizyczny - dlaczego tak si¢ stalo? Czasami odkrycie warto$ci odstajacej moze
by¢ szczegolnie interesujace. Niektore odkrycia naukowe wynikajg z zauwazenia
nieoczekiwanych aberracji. Innym przykladem znaczenia wartosci odstajacych jest analiza
statystyczna transakcji kartami kredytowymi. W tym przypadku obserwacje odstajace moga
stanowi¢ nieuczciwe uzycie.

3. Wyklucz punkt z analizy, ale sprobuj ponownie wigczy¢ go pdzniej, jesli model zostanie
zmieniony. Wykluczenie jednej lub wigcej obserwacji moze zadecydowac o uzyskaniu
statystycznie istotnego wyniku lub niektorych niepublikowalnych badan. Moze to prowadzi¢
do trudnej decyzji o tym, jakie wylaczenia sg uzasadnione. Aby unikna¢ sugestii
nieuczciwosci, zawsze zglaszaj istnienie warto$ci odstajacych, nawet jesli nie uwzglednites
ich w ostatecznym modelu.

4. Zalézmy, ze znajdujesz wartosci odstajace, ktorych nie mozna racjonalnie zidentyfikowac

jako btedy lub aberracje, ale sg postrzegane jako wystepujace naturalnie. Zamiast wykluczaé



ML3

te punkty, a nastepnie stosowaé metode najmniejszych kwadratow, bardziej wydajne i
niezawodne jest stosowanie odpornej regresji. Preferencja odpornej regresji staje si¢ silniejsza,
gdy istnieje wiele wartosci odstajacych. Odrzucenie wartosci odstajacych w potaczeniu z
metodg najmniejszych kwadratow nie jest dobra metodg estymacii.

5. Automatyczne wykluczanie warto$ci odstajacych jest niebezpieczne. Narodowa Administracja
Aeronautyki i Przestrzeni Kosmicznej (NASA) wystrzelita satelite Nimbus 7 w celu
rejestrowania informacji o atmosferze. Po kilku latach dziatalnosci w 1985 r. British Antarctic
Survey zaobserwowal duzy spadek ozonu atmosferycznego nad Antarktyda. Podczas dalszej
analizy danych NASA stwierdzono, ze program przetwarzajacy dane automatycznie odrzucat
obserwacje, ktore byly bardzo niskie i uwazane za btgdy. W ten sposob odkrycie dziury
ozonowej na Antarktydzie zostato opdznione o kilka lat. By¢ moze, gdyby byto to znane
wczesniej, wycofanie chlorofluoroweglowodoréw (CFC) zostaloby uzgodnione wezesniej i

szkody moglyby by¢ ograniczone.

Wspotliniowos¢ zmiennych objasnianych

Pakiety statystyczne roznie obshiguja brak mozliwosci identyfikacji macierzy (osobliwos¢ X'X). W
przypadku regresji niektore mogg zwraca¢ komunikaty o btedach, a niektore moga dopasowac do
danych model, poniewaz btad zaokraglenia moze umozliwi¢ doktadng identyfikacje, ale mamy
wowczas zte uwarunkowanie modelu. W innych przypadkach mogg by¢ zastosowane ograniczenia, ale
mogg one rozni¢ si¢ od oczekiwanych. Domyslnie R dopasowuje najwigkszy mozliwy do

zidentyfikowania model, usuwajac zmienne w odwrotnej kolejnosci wystgpowania we wzorze modelu.
Jak wykry¢ fakt wystepowania wspotliniowosci zmiennych objasniajgcych?

Jedna z mozliwosci jest analiza korelacji tych zmiennych. Jezeli warto$¢ bezwzgledna wspodtczynnika
korelacji | T, | jest bliska 1, to wskazuje to na przyblizong liniows zalezno$¢ pomiedzy zmiennymi
x1 1x. Uzywajac tej metody nie wykryjemy ewentualnych zwiazkéw liniowych wigzacych wigeej niz
2 zmienne jednocze$nie. W tym celu uzywa si¢ wspotczynnika determinacji wielokrotnej &2 dla
hipotetycznego modelu liniowego w ktoérym x; jest zmienng objasniang a x; ,..., X1, Xj+1,..., X, 53
zmiennymi objasniajagcymi. Wartos¢ &2 bliska 1 wskazuje na wspotliniowo$s¢ zmiennej x; i
pozostatych zmiennych objasniajacych. Alternatywnie analizuje si¢ tzw. wspolczynniki podbicia
wariancji (variance inflation factor) VIF = (1 _&2)—1 .Duza warto$¢ VIF, dla pewnego i wskazuje na

potencjalng liniowg zalezno$¢ i-tej zmiennej objasniajacej od pozostatych zmiennych. Dodatkowym
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uzasadnieniem uzycia wspotczynnikow VIF, jest zwiazek pomigdzy wariancja estymatora b; a VIF, .
Mozna udowodni¢, ze
> o*VIF,
O = . -’
Zk:l (—x;)
zatem duza warto$¢ wspotczynnika VIF, z reguly pociaga za sobg duza zmienno$¢ estymatora b;, co

moze by¢ spowodowane wspotliniowos$cig w danych. Przyjmuje sie, ze wielko$¢ VIF, wieksza od 5

1

wymaga dalszych badan, a powyzej 10 oznacza juz wspolliniowos$¢ pomigdzy badanymi zmiennymi.

Jednym ze sposobow radzenia sobie ze zjawiskiem wspotliniowosci jest uzycie zamiast estymatorow

MNK estymatorow otrzymanych metoda tzw. regresji grzbietowej (ridge regression), ktora mowiac z

grubsza polega na natozeniu ograniczenia na ograniczenia na norm¢ wektora parametrow Zbi <t.

Warunek ten jest rownowazny zmodyfikowaniu ukladu réwnan normalnych X' Xb = X"Y poprzez

zwickszenie przekatnej macierzy X'X (regularyzacja Tichonowa) i rozwazaniu uktadu
X'X+ADb=X"Y .

Tego samego typu metoda jest zaproponowana przez Tibshiraniego(1996) metoda /asso w ktorej

ograniczenie ma postaé¢ Z| b|<t.

Obie metody redukuja wariancj¢ estymatorow kosztem ich obciazenia. Inne metody atakowania
problemu wspotliniowosci, to regresja sktadowych glownych (principal component regression- PCR)

i regresja czesciowych najmniejszych kwadratow (partial least squares regression PLSR)

Jak sprawdzi¢, czy systematyczna cze$¢ modelu Y = Xp jest poprawna?
Mozemy spojrze¢ wykresy

1. & wzgl-@demf{ i predyktorow X,

2. Y wzgledem kazdego predyktora X,

Mozemy tez sporzadzi¢ tzw. wykresy zmiennej dodanej (Partial regression plots or Added Variable
plots). Na wykresie zmiennej dodanej zaréwno zmienna odpowiedzi Y, jak i badana zmienna
predykcyjna (powiedzmy X;) sa regresowane wzgledem innych zmiennych predykcyjnych juz
znajdujacych si¢ w modelu regresji, a reszty sa uzyskiwane dla kazdej z nich. Te dwa zestawy reszt
odzwierciedlajg czg§¢ kazdej (Y 1 X,), ktéra nie jest liniowo powigzana z innymi zmiennymi
predykcyjnymi. Wykres jednego zestawu reszt wzgledem drugiego zestawu pokazatby, jaki jest
marginalny wklad kandydata na predyktora w zmniejszaniu zmiennos$ci resztowej, a takze informacje

o naturze jego marginalnego wktadu.
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CzeSciowe wykresy resztkowe (Partial Residual plots) sa konkurentem dla wykresow zmiennych

dodanych. Wykresy te przedstawiaja € + X, w stosunku do X,. Aby zobaczy¢, skad to si¢ bierze,

1

spojrz na odpowiedz z usunigtym przewidywanym efektem pozostatych predyktorow X:

Y=>BX,=Y=3 BX +BX =+pX,

J# J
Ponownie nachylenie wykresu begdzie wynosi¢ f3,, a interpretacja jest taka sama. Czgsciowe wykresy

resztkowe sa uwazane za lepsze do wykrywania nieliniowos$ci, podczas gdy wykresy zmiennych

dodanych sa lepsze do wykrywania wartosci odstajacych/wptywowych.

plot(savings$pop15.residuals(g)+coef(g)['popl5']*savings$popl5,xlab="pop'n under 15",ylab="Savings(Adjusted)") #Partial residual plot

abline (0, coef (g) ['popl5']) #wspotcztnnik przy pop 15 nie zmienit si¢

prplot(g,1) #funkcja Farawaya Partial residual plot wywotana dla pierwszego predyktora

Wybrane wlasnos$ci obiekty klasy Im

$coefficients Dopasowane wspotczynniki ﬁ modelu liniowego
$residuals Wektor reszt g

$fitted.values Wektor wartoéci dopasowanych Y

$df.residual Liczba stopni swobody dla reszt (n-p)=(n-k-1)
$model Ramka danych uzyta do oceny wspotczynnikow

Wybrane wlasnos$ci obiekty klasy summary.lm

$residuals Wektor reszt €

Scoefficients Macierz wymiaru px4. Dla kazdego wspotczynnika w macierzy znajduja si¢ informacje o ocenie tego
wspotczynnika , bledzie standardowym tej oceny, warto$¢ statystyki Walda dla tego wspotczynnika i p-wartos$¢
testu dwustronnego Walda

$sigma Ocena odchylenia standardowego § — 1 . Z(Y; _ 1;; )

$df Stopnie swobody —wektor(p,n-p,p*) p* oznacza liczb¢ parametréw w modelu (modelu pelnego rzgdu p= p*

$fstatistic Wektor z warto$cia statystyki F' dla modelu, liczba stopni swobody w liczniku i mianowniku

$r.squared R’ proporcja wyjasnionej wariancji

$adj.r.squared Skorygowany Rdzdj

$cov.unscaled Macierz kowariancji dla ocen wspétczynnikow

Scorrelation Macierz korelacji dla ocen wspotczynnikow

Wybrane funkcje do operacji na obiektach klasy Im

summary() Wynikiem jest opis dopasowania modelu liniowego

coeff() Wynikiem jest wektor ocen wspotczynnikow ﬁ modelu liniowego

resid() Wynikiem jest wektor reszt g

fitted() Wynikiem jest wektor warto$ci dopasowanych Y

deviance() Wynikiem jest RSS suma kwadratoéw reszt

anova() Podsumowanie analizy wariancji dla modelu liniowego

predict() Predykcja zmiennej obja$nianej na nowym zbiorze danych

plot() Wykresy diagnostyczne dla modelu liniowego

cooks.distance() Odleglosci Cooka

hatvalues() Przekatna macierzy daszkowej H - dzwignie

influence() Zwraca ramke¢ z dzwigniami, zmiany wspolczynnikow modelu po usunigciu obserwacji, nowe oceny sigma po
usunigciu obserwacji help("influence")

influence.measures Podobne dziatanie dotyczy takze glm zob. help("influence.measures")
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Uupelnienia szczegdtdéw rachunkowych

Oznaczmy

. . . . r T
° X(i) macierz X z usunigtym i-tym wierszem ktory oznaczamy przez X; ,

e Y

() wektor Y z usunictym i-tym elementem (obserwacja) ¥,

e B (i wektor wspdtczynnikéw uzyskany MNK na podstawie model (Y, X ;B o’l).

L s & EXIX) Ty, _
Fakt 1. Pokazemy,ze B =P — 1 Zrobimy to w 4 krokach

X +xx XY XY+XY

Krokl. Zauwazmy ze X' X = X(,) ) () X (i)

Rzeczywiscie element (p,q) macierzy X'X jest iloczynem skalarnym p-tej 1 g-tej kolumny macierzy

X WI@C (X X)(p q) zx/p Jq zx/px/q+x x (X(I) (i))(p,q)+(XX )(p q) * Podobnie
j=1

J#i

X'Y), —Zx]pY Zx,pY +x,Y =X, Y, +(xY),.

Jj=1 J#i
Krok 2. p=(X"X)"X"Y =(X"X) (X" Y

+x.Y)=(X"X)"' X" +(X'X)'xY.

@) (i) (@) (z)

Krok 3. Korzystajgc ze wzoru Bartletta (B) (zob. uzupetienie z macierzy)
A"bb'A™

A-bbH)'=AT+—
( ) 1-b™A b

T
XY,

(ON

XTX =1 ; T XTX =1
pokazemy, ze [5() {(X X)"+ ( ) XX, ( )

1-h,

3 o 4, XX X ) (XX
T T i T —
B(z) (X(z) )) X(z) (@) [(X X)- XX T X(z) (@) {(X X) 1—x7 (XTX)—I X X(i)Y(i) N

T
X(I)Y(l)

_ {(XTX)l L XX Txx (XX }

1-h,

Krok 4.
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T (XTX)il XiXiT (XTX)7 T
BO) XIX)"+ 1—h X Yo =
T~\-1 T T\ — Krok2
— (XTX) le (X X) Xixi (X X) XT Y —

(i) (l) 1—h (i) (i)
i

T -1 T T -
XX a0

=p-(X"X)"'x .Y, + S oY, =

R B (XTX) IXTI Krokl
:B_(XTX) IXI.(Y;— l_hi (i) ()) —
x, X'X)'(X'Y-xY)

1-h,
X (XIX) XY —x"(XTX)'x Y, j ~
1-h,

Az _hiY; J _ ﬁ _ éi(XTX)’l X;

=B-(X"X)"'x,(¥, - )=

=p-(X'X)" x{Yi =
—R_ XTX Iy Y —
b-o0n sy

. £,
Fakt 2. & = ——

l—hi L
A ULy Sy
1-h, 1-h " 1-h,
Fakt3. ¢, = 4, = M0 — i =, n—k-2 i
SEd SEg() S(i)\/l hz SSE(l_hi)—
& ._V(E) _oi(-h)_ o

7 faktu 2 V(g =V(—r)= - ) |
aktu 2 mamy V(&) =V (=) (I=h)*  (A-h) 1=k

1

2

A S R .. e
Przyjmujac V(E(i)) = 1_() jako estymator wariancji V(g(l.)) otrzymujemy —— (i - 511 -
! \/V(g(i)) S(i)\/ %
SSE. .
gdzie S, = @_
n—k-2

Uwaga: SSE =|&

V[ =(v-V.y-¥)=|v[ -|¥]

SSE

Ok H o~ Yo
(Y'Y
=(Y'Y-Y)- B(z) o Yo

11
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Rownos¢ X'Y=X"Y

o Y + XY, (Krok 1) po transpozycji przybiera posta¢ Y'X=Y X, +x'Y,

@)

wigc
Y X B = Tx))=
T'~p Tn T Ty -1 3 T r~T -1 Y,
=Y XB-Yx,p-Y XX X) x +x; (X' X) xil’}’l =
Tvh v T v Tl T £, Yé
=Y XB-YY —x, (X X)X Y——+h =
1-4h, 1-h,
A oA - Yé. ~ . -3 Y.E.
=YIXB-YY, T = YIXB (1 2)Y, 8
l—hi 1-h, 1-4, —h
~ 1-h, Y +hY - -hé Y AhYe,
l—h, l_h,
- 2 (Y, -7, . 22
= Y'XB-Y+ EY—:YTXB—YZFL—E’(’ ')=YTX|3—Y§+ &
1-h 1-h 1-h
W powyzszych rachunkach wykorzystano zwigzki
Y'X(X'X)'x, =x" (X'X)'Y =7, X' (X"X)'x, =k, Y, =Y +&
Wobec powyzszego
22
SSE., =(Y'Y-Y") =B, X, Y, = =(SSE+Y'Y-Y?)—(Y'XPB Y+1 hA)
n R éz éz
=SSE+Y'Y-Y'-Y'Y+Y’ ——1—=8§SE ——!
1-h, 1-h,
(B(i)_ﬁ)TXTX(ﬁ(i)_B) r’h, & h
Fakt 4 Di= 5 — i1 > = i E i -
(k+1DS (k+DS° (k+DS" (1-h)

_ (ﬁ(i)_ﬁ)T XTX(ﬁ(i)_ﬁ) _ (Xﬁ(i)—XIA})T (Xﬁ(i)_xﬁ) _ (?(i)_?)T (?(i)_?)

a (k+1)S? B (k+1)S? B (k+1)S?
. ) oA - E(X'X)'x, . £ .
K t 1 . B =_Z i . — i — i
orzystajac z zaleznosci B, —p BT h i SE, S \/1 —
X'X 52
= (B(,) B) (ZB(,) B) &; Z"(XTX)AXTX(XTX)lei _
(k+1)S (k+1)S (1-h)’
A2 A2 2
é;i 2 XIT (XTX)71 Xi = gizhi 2 = r; hi
(k+1)S°(1-h,) (k+DS°(A=h)" (k+D(A-h)
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