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Modele ANOVA 1 ANCOVA jako szczegolne modele liniowe

Problem poréwnywania $rednich w k zaleznych lub niezaleznych grupach mozna potraktowac jako

szczegblny problem testowania hipotezy liniowe;.

Model. Y=¢te
gdzie Y eR" jest wektorem obserwacji
peQc R" jest wektorem srednich, o ktérym wiadomo, ze nalezy do pewnej
wlasciwej podprzestrzeni liniowej Q przestrzeni R", tzn. Qc R" i
dim(Q)=p<n
ge R" jest losowym wektorem bledow o rozktadzie e~N,(0,c)
Uwaga: Y ~N,(¢,oT)

Interesuje nas problem testowania hipotezy
Ho: pcw c Q przeciwko Hi: pe Q-0,
gdzie o jest pewng wlasciwg podprzestrzenig liniowa przestrzeni Q,
czylioc Q 1 dim(w)=p-r<dim(Q).
Uwaga. Zbiory o i Q2 s podprzestrzeniami liniowymi, czyli nie mogg to by¢ zbiory ograniczone np.

kule w R".

Po wyborze parametryzacji (bazy w przestrzeni R") rozwazany model liniowy mozna zapisaé w
postaci gaussowskiego modelu liniowego
Y=XpB+e
e~N(0,6°T)
X jest tunielosowg macierza wymiaru (n,p) zwang macierza planu eksperymentu o kolumnach
X; , i=0,...,p-1 przy czym x,=1, liniowo niezaleznych tzn. rz(X)=p.
Wektor @=E(Y) € Qc R" przy czym Q=span{x;; i=0,...,p-1}=Im(X)
Testowaé bedziemy hipoteze liniowa
Hy: GB=0 przeciwko H;: GB#0 ,
gdzie G jest macierza (r,p) r<p pelnego rzedu tzn. rz(G)=r, ktéra specyfikuje podprzestrzen

o= Im(X | xec) (dim(w)=p-r) bedaca obrazem obcigcia przeksztatcenia X do jadra przeksztatcenia G.

Przyklad. Porownywanie & $rednich

Yo by,
Rozwazmy k niezaleznych prob prostych : pochodzacych odpowiednio z rozktadow
Yiisos ¥,

N(my,6)...., N(my, o). Mozna wicc napisaé
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Y, =m ey, =k, =,

przy czym &; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o identycznych rozktadach normalnych N(0, o).
Testowana jest hipoteza Hy: m;=...=m; wobec alternatywy H;: ~ Hy

W zapisie macierzowym

i Y, 1 (1] (0] (0] &

1ny 1 0 0 glnl

Y, 0 1 0 &y
=m| " |+m,| " |.+m| |+

chz 0 1 0 Sk,

Y, 0 0 1 En

},knk _0_ _0_ _1_ gknk

Y:m1X1+ myXot...+ myX;te.

Y=Xm+e¢g.
W tym problemie
1] [o] [O] (1]
1 0 1
0 1 1
Q =span : A I : dim Q=k , w=span : , dim o=1
0 1 0 1
0 10 1 1
10] [O] 1] 11

Inna parametryzacja w problemie poréwnywania k srednich

k

Niech m = %Z m, bedzie $rednig arytmetyczna grupowych wartosci oczekiwanych. Oznaczajac
i=1

a=m-m , i=1,...,k odchylenie warto$ci oczekiwanej w i-tej grupie od m otrzymujemy ograniczenie

k
Z a,=0.
i=1

Przy tej parametryzacji model mozna zapisa¢ w postaci

k
Y, =m+a,+¢&,,i=1,..k,j=1,..,n;, przy czym Zai =0.

i=1

Jest to tzw. parametryzacja z sigma ograniczeniami
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Parametr m reprezentuje $redni poziom (poziom odniesienia) dla wszystkich obserwowanych

zmiennych. Parametr ¢; jest odchyleniem warto$ci oczekiwanej w i tej grupie od poziomu odniesienia.

Problem testowania réwnosci k srednich sprowadza si¢ w tym przypadku do testowania hipotezy

k
Ho: ag=...=¢ wobec alternatywy Hy: ~ Hy przy czym Zai = () (parametr m nas nie interesuje)

i=1

Przy tej parametryzacji przestrzenie Q i ® wygladaja nastgpujaco

1|11} |0 0

Q=spans ||, | |, | " |sees| *

1]10] |0 1

Uwaga: pierwszy z k+1 wektorow jest suma pozostatych.

dim Q=k , o=span

1

, dim o=1

I jeszcze inna parametryzacja. Przypusémy, ze jedna z grup (dla ustalenia uwagi pierwsza) jest

wyr6zniona np. jest to grupa kontrolna. Przyjmujac parametry

ﬂlzml
P=mimy , i=2,....k
I X | (1] K
1n 1 0
Xy 1
= B |+ B
ngz 1 1
X 1 0
_ank | 11 10

0 en
glnl
0 &
+ 6|+
0 Sk,
1 €n
_1_ _‘gkn,c ]

Testowanie hipotezy o rownosci srednich sprowadza si¢ do testowania hipotezy Hy: =0 , i=2,....k.

Parametr f=m; wyznaczajacy ,,poziom odniesienia’ nas nie interesuje.

Parametryzacja z grupa kontrolng jest

parametryzacja jest stosowana w R

przyktadem parametryzacji oszczednej. Taka
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Zadaniel.Linie lotnicze zainteresowane s porownaniem przydatnosci 3 wyswietlaczy dla

kontroleréw ruch lotniczego. Kazdy wyswietlacz byl sprawdzany w 5 symulowanych warunkach
zagrozenia. Trzydziestu wysoko wykwalifikowanych kontrolerow z podobnym do§wiadczeniem

zawodowym zostato wybranych do badan. Kontrolerzy zostali losowo przypisani do klatek

(wyswietlacz, warunki zagrozenia) po dwoch do kazdej klatki. Mierzono czas w sekundach potrzebny

do opanowania sytuacji awaryjnej. Wyniki przedstawia tabela

Warunki zagrozenia
Wyswietlacz 1 2 3 4 5
1 18 31 22 39 15
16 35 27 36 12
) 13 33 24 35 10
15 30 21 38 16
3 24 42 40 52 28
28 46 37 57 24

Chcemy odpowiedzie¢ na pytania

e czy wyswietlacze roznig si¢ mi¢dzy soba?

e czy warunki zagrozenia wptywaja na przydatno$¢ danego wyswietlacza?

Model strukturalny efektow gtownych (model addytywny)

Yy =m+a,+f;+ey

Zai=0,

i=1,2,3; j=1,2,3,4,5; k=1,2

D.B,=0, &, ~iid(N0,c?).
J

Funkcje aov() i Im() w analizie wariancji

Parametryzacja R

y w2 X3 z2 z3 z4 z5

1 1 0 0 0 0 0 O
2 16 1 0 0 0 0 0 O
3 13110 0 0 0 O
4 15 1 1 0 0 0 0 O
524 1 0 1 0 0 0 O
6 28 1 0 1 0 0 0 O
7 31 1.0 0 1 0 0 O
8 35 1.0 0 1 0 0 O
9 33 1.1 0 1 0 0 O
1030 1. 1. 0 1 0 0 O
1142 1 0 1 1 0 0 O
1246 1 0 1 1 0 0 O
1322 1. 0 0 0 1 0 O
1427 1. 0 0 0 1 0 O
1524 1. 1 0 0 1 0 O
1621 1.1 0 0 1 0 O
1740 1 0 1 0 1 0 O
1837 1 0 1 0 1 0 O
1939 1. 0 0 0 0 1 O
2036 1 0 0 0 0 1 O
2135 1. 1. 0 0 0 1 0
22383 1 1 0 0 0 1 O
2352 1 0 1 0 0 1 O
2457 1 0 1 0 0 1 O
2515 1 0 0 0 0 O 1
2612 1 0 0 0 0 0 1
2710 1. 1 0 0 0 O 1
2816 1 1 0 0 0 O 1
2928 1 0 1 0 0 O0 1

1 01 0 0 0 1
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Model strukturalny czynnikowy pelny (model pelny z interakcja Wyswietlacz x Zagrozenie)
Ypy=mto,+p,+y,+e;, i=1,2,3/=1,2,345 , przy czym

Zai =0, Z,B/ =0, ZQ/U. =0 dla kazdego J, 274‘/ =0 dla kazdego i.
J i J

X
=
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X
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FROOO000000OO00O0OO0OO00O0OOO0OOOOO

Uwagi o diagnostyce modeli ANOVA

Testy jednorodnos$ci wariancji Bartletta i Levene,a

Test Levene’a jednorodnos$ci wariancji

Problem: na podstawie k niezaleznych prob prostych z odpowiednich rozkladéw normalnych
Xy Xy, iid N(my,or)
X Xy, iid N(ma,07%)

X e Xy 1id NOmp,01%)
zweryfikowa¢ hipoteze

Hy: oi’=0y=..=c
wobec alternatywy

H: ~ Hy (inaczej (i) ,o;z;é,o;z).

Test Levene’a.
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— — 1 &
Definiujemy absolutne odchylenia D, =| X, — X, | , gdzie X, = —ZX ; 1obliczamy warto$¢
' ' ni =t

statystyki testowej
k _— —
L — n_k Z[=1(Di' _Doo)z
- _ k n; —
n-l Zi:le:l(Di/’ _Di-)
ktora jest statystyka ANOVA dla absolutnych odchylen, majaca przy prawdziwosci Hy rozktad

Snedecora Fishera F 4 ,1

Test Levene’a jest mniej czuly na odstajace obserwacje i na odchylenia od normalnos$ci niz test

Bartletta. Jest to spowodowane uzyciem absolutnych odchylen zamiast kwadratow odchylen.

Krotki przeglad konserwatywnych testéw post hoc.

Wszystkie rozwazane testy konserwatywne prowadza do nastepujacej reguty
Srednie m; i m; sa istotnie rézne jezeli ‘)71 - )7]‘ > warto$¢ progowa (wlasciwa dla danego testu)

Rozwazane testy kontrolujg prawdopodobienstwa réznych btedow

Test Fishera NIR (najmniejsza istotna rdznica) (inaczej LSD least significant diffrence).

Algorytm

1. Przeprowadzi¢ ANOVA w celu przetestowania Hy: m=...=m;  przeciwko alternatywie H,: co

najmniej dwie $rednie r6znig si¢ migdzy soba
2. Jezeli nie ma podstaw do odrzucenia H, konczymy analizg.

3. Jezeli H, zostata odrzucona, to definiujemy najmniejszg istotng roznice NIR (LSD) pomiedzy
$rednimi probkowymi, ktorg nalezy zaobserwowac, aby uzna¢ odpowiadajace im Srednie w

odpowiednich populacjach za istotnie rozne.
4. Dla wyspecyfikowanej wartosci @ w celu poréwnania m; z m; obliczamy NIR wg wzoru
NIR=t , .S} (-F+--),gdzie t , jest kwantylem rzedu 1—% rozkladu s-Studenta o
1-2 ! 7 1-2

202 M 20 LM

i=1 1

k
Z n, stopniach swobody a § ‘i jest suma kwadratow wewnatrz grup (z ANOVA)
i=l

5. Poréwnujemy wszystkie pary $rednich probkowych. Jezeli ‘)71 - )7]‘ > NIR , to uznajemy, ze m;

1 m; s3 istotnie rozne.

6. Dla wszystkich poréwnan par prawdopodobienstwo btgdu I rodzaju jest ustalone na poziomie o
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Komputerowe symulacje wykazaty, ze jesli stosujemy test Fishera w polaczeniu z ANOVA (tak jak
opisano powyzej), to poziom istotnosci ztozonego testu porownan wielokrotnych jest w przyblizeniu
rowny poziomowi istotnosci testu F (procedura Fisher’s protected LSD).

Jezeli stosujemy test NIR samodzielnie (bez ANOVA), to kontrolujemy jedynie blad przy
pojedynczych poréwnaniach (per comparison). Odpowiada to wielokrotnemu stosowaniu testu
istotno$ci r6znicy dwoch $rednich opartego na statystyce z-Studenta, przy czym estymator wariancji
opieramy na calej probie (z powodu jednorodnosci wariancji w grupach) a nie tylko na obserwacjach z
aktualnie poréwnywanych grup.

},max —

min

Test W Tukey’a oparty jest na studentyzowanym rozstepie \/; pomiedzy $rednimi

probkowymi.
Algorytm (dla jednakowo licznych grup)
1. Uporzadkowac srednie probkowe )71 , =1,k

2. m; i m;sg istotnie rozne jezeli |Y,—Y, | =W , gdzie W =g, (k, df)\[ 2= | df jest liczba stopni

2

w b

swobody w S n ilo$¢ obserwacji w kazdej grupie , ¢, (k,df)prawostronna warto$¢

krytyczna studentyzowanego rozstepu (tablice).
3. Prawdopodobienstwo zaobserwowania falszywie istotnej r6znicy dla poréwnan parami jest
rowne « .

Jezeli grupy nie sg rownoliczne, to zamiast W nalezy uzy¢ W, = q,, (k,df)

Test Tukey'a kontroluje blad 1 rodzaju dla wszystkich poréwnan parami, tzn.
prawdopodobienstwo (przy Hy: m=...= my) zaobserwowania takiego uktadu $rednich prébkowych?i ,
i=1,....,k , dla ktéorego przynajmniej jedna roznica pomig¢dzy Srednimi m; jest falszywie uznana za
istotng jest rowne a. Jezeli jest k grup, to test Tukey’a kontroluje taczny biad I rodzaju dla ('2‘)
poréwnan jednocze$nie (per experiment)

Test Newmana-Keulsa jest modyfikacja testu Tukey’a wykorzystujaca informacj¢ o ilosci miejsc
pomiedzy badanymi §rednimi w uporzadkowanym ciaggu $rednich .
Algorytm (dla jednakowo licznych grup)

1. Uporzadkowa¢ $rednie probkowe )71 , =1,k

2. Dla dwoch srednich )71 i 7/ odlegtych o r miejsc odpowiadajace im $rednie m; 1 m; sa

istotnie rozne jezeli | }7[ - }7/ | >W , gdzie W, =q,(r,df )«/STVZV , df jest liczbg stopni swobody

w S2

w?

n ilo§¢ obserwacji w kazdej grupie , ¢, (r,df)prawostronna warto$¢ krytyczna
studentyzowanego rozstepu (tablice). Uwaga. Przyjmujemy, Ze sasiednie srednie odlegle sa o
2 askrajne o k czyli r;=[ranga( )71 ) - ranga( 7/ )| +1

Jezeli grupy nie sg rownoliczne, to zamiast W, nalezy uzy¢ W, =q,(r,df)

Test wielokrotnych rozstepéw Duncana jest podobny do dwoch poprzednich, gdyz jest oparty na

studentyzowanym rozstgpie, lecz rozni si¢ od poprzednich tym, ze zmienny jest poziom istotnosci
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przy poszczegdlnych porownaniach. Gdy $rednie probkowe zostang uporzadkowane i sg odlegte o
miejsc, to istotnos$¢ roznicy odpowiadajacych im $rednich w populacjach jest testowana na poziomie
1-(1-)"!
Algorytm (dla jednakowo licznych grup)
1. Uporzadkowac¢ $rednie probkowe )71 , =1,k
2. Srednie m; 1 m; sg istotnie rozne jezeli odpowiadajace im Srednie probkowe odlegte o » miejsc
spelniaja warunek | }7[ - }7/ | >W., gdzie W, =q', (r,df) % , df jest liczba stopni swobody

w S2 , n iloé¢ obserwacji w kazdej grupie , ¢, (r,df) prawostronna warto$¢ krytyczna testu

Duncana (tablice).

Jezeli grupy sg w przyblizeniu rownoliczne, to zamiast n nalezy uzy¢ n = ﬁ .
I1l 112 ”k

Test Scheffe’go

k k
1. Rozwazmy dowolny kontrast /, = Zaimi , Zai =0. Chcemy zweryfikowa¢ hipoteze

i=l i=1
k
Hy: Va I, = Zaimi =0 wobec alternatywy H;: Ja [, #0.
i=1
~ k —_—
2. Rozwazmy dowolny kontrast probkowy [, = ZaiX . dla ktérego nieobcigzonym
i=1

estymatorem wariancji jest V(1) = -1 S‘iZ#aiz

k
i=1

3. Kontrast /, uznamy za istotny (istotnie rézny od 0), gdy
| -bi \>
2 k a,z
‘ (k=DS, Zi:l 7f

gdzie , Fy ,, ;. ,Jjest kwantylem rzedu 1-a rozkladu centralnego Snedecora Fishera F.

k-ln—k,l-a °

4. Prawdopodobienstwo zaobserwowania falszywie istotnego kontrastu jest rowne « .

Test Scheffe'go kontroluje tgczny blad wigkszej liczby porownan niz test Tukey'a, wigc jest bardziej
konserwatywny (trudniej odrzuci¢ Hy). W tescie Scheffego na poziomie « prawdopodobienstwo

zaobserwowania falszywie istotnego kontrastu nie przekracza c.

Poréwnania testow. W ponizszej tabeli zestawiono wartosci progowe po przekroczeniu ktérych
roznice uznajemy za istotne. Rozwazono poréwnanie 6 grup, przy czym probka dla kazdej grupy liczy

n=>5 elementow a S,’=2451.

Test Liczba miejsc pomigdzy $rednimi 7
2 3 4 5 6
Fisher NIR 64.63 64.63 64.63 64.63 64.63
Tukey 96.75 96.75 96.75 96.75 96.75
Newman-Keuls 64.65 78.16 86.35 92.33 96.75
Duncan 64.65 67.97 69.74 71.29 72.62
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Scheffe | 19631 | 19631 | 19631 | 19631 | 19631

Wida¢, ze najbardziej konserwatywny jest test Scheffe’go a najmniej konserwatywny (czyli
najbardziej czuty) test NIR. Z uwagi na kontrole btedu godny polecenia jest test Tukey’a. Symulacje
preferuja raczej test Newmana-Keulusa. Z uwagi na czuto$¢ duze uznanie wsrod praktykow wzbudzit
test Duncana.

Na uwagg zashuguje jeszcze test Dunetta wiclokrotnych poréwnan z wyrézniona grupa kontrolna

#Testy post-hoc z pakietu agricole.

ANCOVA

W pewnym eksperymencie rolniczym porownywano plony Y trzech réznych odmian kukurydzy.
Mierzono rowniez opady deszczu X. Zakladajac, ze odmiany zostaty losowo przypisane do poletek
zbada¢, czy odmiany istotnie r6znig si¢ miedzy sobg wysokoscia plonu.

Odmiana I Odmiana II Odmiana III
X Y X Y X Y
14 68,5 30 81,5 15 70,0
36 83,0 33 85,2 11 84,0
31 83,0 39 87,1 42 75,2
27 66,5 26 69,3 14 67,5
15 58,1 43 73,5 15 66,0
17 82,4 31 65,5 42 79,1
18 73,4 26 75,5
14 56,1

Najpierw zaczniemy od modelu jednakowych nachylen

Y,=m+a, +pX, ++¢g,

a,=0
i=1
2
&, ~ N(,07)
Parametryzacja R
Y, [1 0 0 X, &
Y, |={1m+|1|a,+|0|a,+| X, |B+]| ¢,
Y, 1 0 1 X, &,

Model niejednakowych nachylen
Yy=m+a,+pX,;,+7,X,+¢;

Parametryzacja R
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Y, 1 0 0 X, 0 0 &
Y, |=|1m+|1|a,+|0|a,+| X, |B+| X, |7, +| O |r5+]| ¢,
Y, 1 0 1 X, 0 X, &

© QOdmiana |
— © QOdmianal ll
Odmianal ll
T T T T T T T

10 15 20 25 30 35 40

55 60 65 70 75 80 85

Problem. Jak usuna¢ wptyw zmiennej towarzyszacej na odpowiedz-éwiczenia

Testowanie sekwencyjne 1 brzegowe w modelach liniowych.

Rozwazmy model 2 czynnikowej ANOVA z czynnikami A i B. Uzywajac sktadni jezyka R model efektow
glownych z odpowiedzia y mozna zapisa¢ w postaci y~A+B natomiast pelny model czynnikowy w postaci
y~A*B co jest rownowazne zapisowi y~A+B+A:B. Po przetestowaniu hipotezy Hy o nieistotnym wpltywie na
odpowiedz wszystkich czynnikoéw polegajacym na poréwnaniu modeli y~A*B lub y~A+B z modelem pustym
y~1 1 odrzuceniu hipotezy zerowej pojawia si¢ problem testowania istotnosci poszczegolnych czynnikow i ich
interakcji. Funkcjonuja 2 zasadnicze strategie testowania:

testowanie typu [ — testowanie sekwencyjne (sequential),

testowanie typu Il —testowanie brzegowe (marginal).
Testowanie typu I (sekwencyjne) polega na sprawdzeniu istotnosci kolejnych zmiennych po dotaczeniu do coraz
wigkszego modelu. W pierwszym kroku testowana jest istotno$¢ czynnika A przez poréwnanie (testem F
ANOVA ) modelu y~A z modelem pustym y~1.W drugim kroku sprawdzana jest istotno§¢ drugiego czynnika
poprzez poréwnanie modelu y~A+B z modelem y~A. Wreszcie w trzecim kroku sprawdzana jest istotno$é¢

interakcji A:B przez porownanie modelu y~A+B+A:B z modelem y~A+B. Wyniki testowania moga zaleze¢ (i

zwykle zaleza) od kolejnoéci zmiennych. Testowanie sekwencyjne dokonywane jest z uzyciem funkcji anovay()

10
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Testowanie typu III (brzegowe) polega na sprawdzeniu istotno$ci zmiennych przez poréwnanie modelu pelnego
z modelem po usunigciu efektu danej zmienne;j. Istotno§¢ czynnika A jest testowana przez poréwnanie (testem
F) modelu y~A+B+A:B z modelem y~B+A:B . podobnie istotno§¢ czynnika B jest sprawdzana przez
poréwnanie modelu y~A+B+A:B z modelem y~A+A:B . Wreszcie istotno$¢ interakcji jest testowana przez
poréwnanie modelu y~A+B+A:B z y~A+B. Wyniki testowanie nie zaleza od kolejnosci testowania

zmiennych.

Testowanie brzegowe dokonywane jest przy uzyciu funkcji summary()

Eksperyment numeryczny- wygenerujemy 100 obserwacji z 3 wymiarowego rozktadu normalnego

0 1 025 0.25
Nm,X)yzm=|0|iX=]0.25 1 0.75 |. Macierz kowariancyjna jest w tym przypadku réwna
0 025 075 1

macierzy korelacyjnej. WybraliSmy macierz korelacyjng tak aby 2 i 3 sktadowa byly silnie skorelowane.
Dokonujac dekompozycji Choleskiego macierzy X = U U = LL', gdzie U jest macierza trojkatng gérna a
L tréjkatng dolng za pomocg funkcji chol() przeksztatcamy 100 elementowa probke prostg z rozktadu N (0,1)

w 100 elementows probke prosta z rozkladu N(m, X) za pomoca transformacji Y = U X.

Podsumowujac, w rozwazanym przykladzie jest zalezno$¢ pomiedzy Y a X oraz Y i Z. Zalezno$¢ ta jest
widoczna, gdy porownujemy model pusty z modelem z tylko jedng zmienng objasniang. Stabiej ta zalezno$¢ jest
widoczna, gdy model pusty poréwnujemy z modelem z dwiema zmiennymi objasniajacymi (model petny)
poniewaz kazda ze zmiennych objasniajacych wyraza ta samg cze§¢ zmiennosci zmiennej objasnianej Y. Widac
to w testach brzegowych, ktore pokazuja ze zmienna X ma nieistotny wplywna Y jezeli jest uwzglgdniona w
modelu zmienna Z (i symetrycznie). W sytuacji gdy zmienne objasniane sg od siebie zalezne nalezy starannie
wybra¢ model
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