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Problem doboru zmiennych w modelu liniowym

Kryteria oceny modelu

Kryterium AIC jest oparte na teorii informacji. Przypusémy ze dane sa generowane przez pewien
proces (mechanizm) losowy f . Rozwazmy dwa modele g,i g, majace reprezentowaé proces f .

Gdybys$my znali f*, mogliby$my obliczy¢ strate informacji o f reprezentujac f przez g lub g,
obliczajac “odlegltos¢ “ Kullbacka-Leiblera

D, (f.g)= _[f(x)logf( Dix i=12.
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Z tych dwoch modeli wybieramy ten, ktory charakteryzuje si¢ mniejszg stratg informacji. Niestety nie

znamy modelu f . Jednak jak pokazat Akaike (1974) mozemy poprzez jego kryterium AIC szacowag,
o ile wigcej (lub mniej) informacji o f tracimy wybierajac g,zamiast g, . Tak wiec ze skonczonego
zbioru modeli g, ;i =1,...,M mozemy wybra¢ ten, ktéry charakteryzuje si¢ najmniejsza strata
informacjio f.Niech A=-2In L(ﬁ, 67)oznacza maksimum logarytmu funkcji wiarogodnosci a

@ liczbg wszystkich parametréw modelu. Wowczas

AIC =-2 lnL(B )+ 2® =n+nlog2x)+n log(—) +20

W przypadku modelu liniowego z p zmiennymi objasniajagcymi @ =dimf+1=p+1=k+2, bo
wymiar wektorap wynosi p=k+1 i jeszcze jeden parametr o .
Oczywiscie nie mamy zadnej gwarancji ze najlepszy model z rozwazanej klasy jest satysfakcjonujacy.

Kryterium AIC ma ponadto charakter asymptotyczny i przy matej liczno$ci zbioru obserwacji
niezbedne sg pewne korekty kryterium AIC. Zastgpowane jest ono prze AlCc, ktére ma rdzng postaé
dla r6znych modeli. Generalnie AICc naktada wicksza kare za dodatkowe parametry niz AIC.

Podobne, lecz uzyskane w podej$ciu bayesowskim jest kryterium
BIC =-2InL(B,8%) +1n(n) @

W programie R uzywane sg

o  GIC (Generalized Information Criterion)

GIC = 2InL(B,6*)+h- D
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gdzie h to pewien wspotczynnik, @ -liczba parametrow w aktualnym modelu . Dwa specjalne
przypadki GIC to kryterium Akaike (4/C) w ktorym A=2 oraz kryterium Schwartza w ktéorym

h=log(n) gdzie n oznacza liczb¢ obserwacji.

e Zmodyfikowany wspotczynnik Rjd/

e Statystyka Cp Mallowsa EZ(yl. — E(y,| X,))’ / 6 szacowana jako

i=1

RSS,
C,(M)= 5 -n+2p,

2

gdzie RSS, to suma kwadratow reszt w modelu z p zmiennymi a S° to suma kwadratow reszt w
modelu ze wszystkimi zmiennymi. Im mniejsza wartos¢ C, tym model lepszy. Statystyke C,

wyznacza funkcja ols mallows cp {olsrr}.
Idea konstrukeji wskaznika C, Mallowsa jest nastgpujaca. Majac probe uczaca (X,,y;) i =1,...,n oraz

funkcje straty L mozemy przyja¢ kryterium jako$ci rozwigzania f rozwazanego problemu
22 L f(x)).
i=1

Takie przyblizenie ryzyka, a zatem prawdziwej mocy predykcyjnej rozwigzania f jest oczywiscie

przyblizeniem optymistycznym. Niech miarg optymizmu bgdzie wielko$¢
op = %ZEy;‘L(yi ’f(xi)) _%ZEyiL(yi’f(xi)) )
i=1 i=1

gdzie yi* =i=1,...,n oznaczaja nowe obserwacje zmiennej odpowiedzi niezalezne od y, i
odpowiadajgce tym samym punktom proby uczacej X, traktowanym jako punkty ustalone. Model
V. = f (x,) jest dopasowany do proby uczacej (X;, ;) i =1,...,n i dlatego optymizm przyjmuje

zwykle wartosci dodatnie. Mozna udowodni¢, ze przy ogdlnych zatozeniach i kwadratowej funkcji

straty (mozliwe sg tez inne postacie funkcji straty)
op= %Zcov@i’yi) .
i=1

Latwo zauwazy¢, ze im bardziej model jest dopasowany do proby uczacej tym wickszy bedzie
optymizm. Jezeli prawdziwy model jest postaci y = f(X;)+ & gdzie funkcj¢ f mozna zapisaé jako

liniowg kombinacje¢ p znanych funkcji bazowych oraz & jest blgdem losowym o zerowej warto$ci

n
. .. . .. 2 ~ 2 . . .. . ,
oczekiwanej 1 wariancji o, to E Cov(yi, yi) = po, . Ostatecznie zamiast minimalizowac
i=l

ﬁZL( Vi, ]} (Xx,)) bardziej uzasadniona jest minimalizacja wskaznika
i1
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%Zn:L(yi,f(X,-))Jr%poﬁ,
i=1

znanego jako wskaznik C, Mallowsa. W jezyku R uzywana jest rownowazna postac

RSS,
C,= 5 —-n+2p

2
.t

RSS,= deviance() model z p zmiennymi objasniajacymi
s<—summary7fullmodel$sigma #ocena sigma dla petnego modelu dostepna dla obiektu klasy summary.lm

Uzupehienia dotyczace kryteriow wyboru najlepszego modeli mozna znalez¢
w pliku AIC BIC.pdf dostepnego w MS Teams

Wybor najlepszego modelu Y=248+8X,+--+B.X, +¢&

Algorytm A (Best model)- przeszukujemy wszystkie 2° modeli
1. Niech M, oznacza model zerowy, ktory nie zawiera predyktorow. Ten model po prostu
przewiduje $rednig probki dla kazdej obserwacji.

2. Dlai=1,....k
a) Dopasowac¢ wszystkie (lf) modeli z i predyktorami
b) Wybierz najlepszy sposrod tych (lf )rnodeli 1 nazwij go M,. Za najlepszy uwazany jest tu
model z najmniejszym RSS lub rownowaznie najwigkszym R,
3. Woybierz jeden najlepszy model sposrod My, . . . ,M; przy uzyciu zweryfikowanego krzyzowo
btedu przewidywania, C, (41C), BIC lub skorygowanego R%
Krok 2 algorytmu A redukuje problem wyboru najlepszego modelu sposréd 2" do wyboru jednego z
k+1 modeli.
W kroku 3 wybieramy najlepszy model sposrod £+1 modeli stosujac jedno z kryteriow CV, AIC, BIC,
C,iRy.

Algorytm B -Regresja krokowa forward

1. Niech M, oznacza model zerowy, ktory nie zawiera predyktorow.

2. Dla i=0,...,k-1
a) Rozwazy¢ wszystkie k-i modeli ktore dodaja jeden predyktor do M;
b) Wybierz najlepszy sposrod tych k-i modeli i nazwij go M. Za najlepszy uwazany jest tu

model z najmniejszym RSS lub réwnowaznie najwickszym R>.
3. Wybierz jeden najlepszy model sposrod M, . . . ,M; przy uzyciu zweryfikowanego krzyzowo
bledu przewidywania, Cp , AIC, BIC lub skorygowanego R%.
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Algorytm C- Regresja krokowa backward
1. Niech M; oznacza model petny, ktéry zawiera wszystkie predyktory.
2. Dla i=kk-1,..., 1
a) Rozwazy¢ wszystkie k modeli ktore zawieraja wszystkie oprocz jednego predyktora M;
dla wszystkich i-1 predyktoréw
b) Wybierz najlepszy sposrod tych i modeli i nazwij go M;.;. Za najlepszy uwazany jest tu
model z najmniejszym RSS lub réwnowaznie najwickszym R>.
3. Wybierz jeden najlepszy model sposrod M, . . . ,Mk, przy uzyciu zweryfikowanego krzyzowo
btedu przewidywania, Cp , AIC, BIC lub skorygowanego R%.

Przyktady- Cwiczenie 8 Best Model



