ML9

Wprowadzenie do regresji odporne]

Zajmiemy si¢ teraz pewnymi statystykami, ktore sg uzyteczne, gdy dane zawieraja wartosci odstajace.
Oznaczmy mediang proby przez M , a $rednig proby przez: X .- Wiemy, ze: gdy X,..., X sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi pobranymi z rozktadu symetrycznego o ograniczonej wariancji, to
(z MPWL) X ,—> M 1ponadto poprzez centralne twierdzenie graniczne

Y _, d
Jn X TH S Mo,
(o2

Okazuje si¢, ze mediana z proby rowniez zbiega do mediany populacji, ktora w przypadku rozktadow

symetrycznych jest §rednig. Mowiac konkretnie, dla rozkladu normalnego mamy:
M —uyd
In 222 N0, 2),
O
Przypomnijmy sobie ARE, czyli asymptotyczng wzgledng efektywnos¢. Jest to wariancja drugiego
argumentu podzielona przez wariancje pierwszego, tj. ARE(X .M ,)=%5>1.1Imwyzsze ARE, tym
wiemy, ze X , jest lepszym estymatorem niz M, , poniewaz asymptotycznie ma mniejsza wariancje,
chociaz oba zbiegajg si¢c do L.
Kilka przyktadow ARE

Wezmy rozklad Cauchy'ego z parametrami 4 i ¢. Przypomnijmy, ze rozktad Cauchy'ego ma bardzo

cigzkie ogony, a jego srednia i wariancja nie istniejg, wiec 4 i O sa teraz odpowiednio parametrami
potozenia i skali. Zatézmy, ze mamy: X,,..., X, ~ Cauchy(u,o”) . Mamy:

X, ~ Cauchy(u,07) (przez funkeje charakterystyczng)

M, ~ N(u,(5)* %

ARE(X,,M,)=(5)" ;=0

Rozwazmy teraz rozktad #-Studenta z v stopniami swobody

ARE(X, .M )
<2 0
3 0.62
4 0.89
5 1.041

W przypadku matych wartosci v rozktad ¢ ma cigzkie ogony, natomiast wraz ze wzrostem liczby
stopni swobody ¢ zbiega si¢ do rozktadu normalnego. Widzimy wigc, ze w przypadku rozktadu
symetrycznego o grubych ogonach mediana jest lepszym estymatorem parametru potozenia niz

$rednia.
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Podejscie heurystyczne

Zaczniemy od kilku dobrze znanych heurystyk do szacowania parametru potozenia, gdy dane maja

warto$ci odstajace.

Def . a-érednia przycigta. Srednia a-przycieta najpierw porzadkuje punkty danych, a nastepnie

przycina czg$¢ z obu ogondw i oblicza srednig z pozostatych punktow danych.

Def. a-§rednia winsorowana. Usuwa a-cz¢s$¢ punktow danych z goérnego i dolnego ogona i zastgpuje

je najblizszymi punktami danych, tj. najbardziej ekstremalnymi z pozostatych punktow danych.

Wezmy na przyktad zbidr danych {2; 4; 5; 10; 100}.
20% $rednia przycigta: (4 + 5 + 10)/3 = 6.33
20% $rednia winsorowana: (4 +4 + 5+ 10+ 10)/5=6.6

Lokalne 1 globalne miary odpornosci.

Def. Krzywa wrazliwosci (Sensitivity Curve) mierzy wpltyw zmiany jednego punktu danych na
rozwazang statystyke rozwazanego zbioru danych
IXx,.X, .x)-T(X,,.X,,)

P

Intuicyjnie SC jest analogonem populacyjnej pochodnej Gateaux wzgledem rozktadu funkcjonatu od

SC,(x,T) =

dystrybuanty.
Jak wyglada krzywa wrazliwosci SC dla $redniej?

SCn(x’yn): ((n_l)Xn—l +x)/n_Xn71) =x_y

)/ n—1
n

X X

Na kazdym z tych rysunkow $rodek osi x jest prawdziwym parametrem lokalizacji.

(Mean). Zmiana dowolnego elementu wptywa na $rednig. Im wigksza warto$¢ x usunigtego elementu, tym wigkszy wptyw na srednig.
(Median). Teraz rozwazmy przypadek mediany. Dodanie lub usunigcie pojedynczego elementu przesuwa mediang do sasiedniego elementu.
(Trimmed mean). W przypadku $redniej przycigtej krzywa wrazliwosci zachowuje si¢ tak samo jak krzywa wrazliwosci dla $redniej, dopoki

nie zaczniemy usuwac elementow, ktore znajduja si¢ w an elementach na odrzuconych koncach. W tym momencie krzywa staje si¢ ptaska.

Def. Funkcja wptywu to: IF(x,T,F)=1mSC (x,T,).

—>
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Na przyktad, gdy 7, jest $rednig proby, mamy [F(x,T,F)=x—T(F), gdzie T(F) jest $rednia
populacji (jesli $rednia rzeczywiscie istnieje). Jesli funkcja wptywu statystyki jest ograniczona, to
statystyke nazywamy odporng.

Do tej pory zajmowalismy si¢ lokalnym pojeciom odpornosci.
Teraz rozwazymy globalne pojgcia odpornosci.
Najpierw wprowadzimy obcigzenie statystyki z proby jako:

bias(m,T,,Z) =sup,|T (Z)~T,(Z)].
gdzie Z'oznacza zaburzony zbior danych uzyskany przez zastapienie m punktow danych w Z
dowolnymi punktami danych. Tutaj supz mozna postrzega¢ jako gre¢ dla dwoch graczy, w ktorej jeden
podaje drugiemu m danych z rozwazanego zbioru danych , a drugi zwraca inne m danych tworzac
zaburzony zbidr danych, ktory moze sprawic, ze statystyka bedzie si¢ rozni¢ najbardziej jak to tylko

jest mozliwe od statystyki obliczonej z nieuszkodzonego zbioru danych.

Def. Punkt zalamania (Breakdown point) jest zdefiniowany jako
¢ (T,,Z)=min(%: bias(m,T ,Z) =0 .
Intuicyjnie, punkt zatamania to utamek punktow, ktore nalezy zastapi¢ w zbiorze danych , aby

obcigzenie statystyki stato si¢ nieskonczone. Dla $redniej jest to asymptotycznie 0, dla mediany jest to

1/2, a dla $redniej a-obcigtej jest to asymptotycznie « .

M-estymatory lub ML (Maximum Likelihood) type estimators
Przypomnijmy estymacje ML (najwickszej wiarygodno$ci) parametru potozenia

X,y X, ~ f(X,0)

L(X e X,:0) =] [ /(X,.0)

0« argminznl—log(f(Xi,H))

i=1
oL &0
—=>) —lo X;,0))=0
Y REFY, g(f(X;,0))
W ostatnim wierszu po prostu przyrownujemy funkcje wynikowa (Fisher score function) do zera i

rozwigzujemy réwnanie wzglgdem 0 . Jak si¢ okazuje, M- estymatory uog6lniaja MLE. Zamiast

minimalizowa¢ —log(f(X,,0)) zminimalizujemy teraz funkcje straty p(.X;,6). Niech

_dp(2)

v(z) . Ta funkcja zastgpi funkcj¢ wynikowa. Wobec tego M-estymacja polega na



ML9

0« argmian(Xi,H)

i=1

> w(X,,0)=0.
i=1
Rozsgdna funkcja p powinna mie¢ nast¢pujace wiasnosci:
e ple)>0
« p(0)

(0)=0
« ple)=pl-e)
(

o ple)zple,)da e, >le,|

Przyklady. Jesli 0 jest srednig probkowsa, to otrzymamy ja przyjmujac kwadratowa funkcje straty
p(x) = x*. Mediane natomiast otrzymujemy przyjmujac p(x) = x |. Rzeczywiscie

P(X,0)=(X-0)",y(X,0)=2(X-0)—> > (X,-0)=0->0=X,

p(X,0)=| X —0|,p(X,0)=sign(X -0) - Y sign(X,-0)=0—>0=M,

Okazuje sig, ze funkcja wptywu M-estymatora jest proporcjonalna do jego funkcji i w punkcie x. Tak

wiec, dopoki funkcja y/(x) jest ograniczona dla wszystkich x, mamy estymator odporny.

Funkcja straty Hubera o faczy stratg kwadratowa i strate modutowa w sposob adaptacyjny.

1,.2.

x5 | xLe
p(x)={ 7

c(|x|=%);|x[>c

x| xLc
px)=q .
csign(x); | x> ¢
Intuicyjnie, gdy punkty danych nie sg zbyt duze, funkcja straty Hubera karze jak strata kwadratowa, w

przeciwnym razie karze jak strata modulowa. Parametr ¢ to parametr dostrajajacy wybierany na

podstawie danych. Sam Huber lubit ustawiac ¢ na 1,345, co prowadzi do 95% efektywnosci, jesli

X, X, ~N(O,1).
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Tukey bisquare (biweight)

p(x) =%

w(x) ={
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biweight

f(x)

Inne funkcje straty zob. psi_function.pdf

Do tej pory zaktadaliémy niejawnie, ze znamy parametr skali lub wariancj¢. Ale co, jesli trzeba to ten
parametr oszacowac? Wartosci odstajace beda miaty znacznie wigkszy wptyw na wariancje¢ niz
$rednig, wigc nie mozemy uzy¢ odchylenia standardowego proby. Zamiast tego mozemy uzy¢
estymatora MAD: mediana odchylenia bezwzglednego. Wiasciwie jest to bardziej MADAM (Median
Absolute Deviation Around the Median), mediana odchylenia bezwzglednego wokot mediany i

uzy¢ M- estymatoréw do przeskalowanych wynikow, tzn.

i < argmin Y p(*2)

H i=1

MLE dla gestosci postaci s~ f(*£) prowadzi do rownania dla parametru skali

) =

ktore nie jest "odporne" (i prowadzi do estymatora obcigzonego dla rozktadu normalnego).

Modyfikujemy wigc to rownanie zast¢pujac je rOwnaniem
(R = 1
2G5 ==y,
i=1

z ograniczong funkcja y i parametrem y zapewniajacym zgodnos¢ dla rozkladu normalnego (wige

: " " — 2 _ 1 2
y = E,(N). Przykladem jest "Huber proposal 2" y(x) =y (x)” = min(| x|,c)



ML9

W regresji liniowej rozktad estymatora najmniejszych kwadratow (OLS) parametru potozenia jest
analogiczny do rozkladu $redniej probki: kilka skrajnych przypadkéw moze w duzym stopniu okresli¢
wartos$¢ estymatora OLS. Oczywiscie dostgpne sg metody diagnostyczne do wykrywania potencjalnie
wplywowych punktow. Inne podejécie polega na zastagpieniu zwyktej metody najmniejszych
kwadratéow metoda odporng, na ktéorg w mniejszym stopniu wplywaja punkty odstajace i wplywowe, a

zatem moze dawac uzyteczne wyniki poprzez uwzglgdnienie niezgodnych danych.

Rozwazamy model liniowy, ktéry zapisujemy jako
Y =B+ Bx, +"'+ﬁpxip t+é; :XiTB+8i~
Zaktadamy, ze model liniowy jest prawidtowy, ale rozklad bledow moze mie¢ ,,cigzkie ogony”

(heavy-tailed) i produkowa¢ wiele odstajacych obserwacji (outliers). Majac estymator b parametru B
mamy oceny
P, =b,+bx,+--+bx, =xb
i reszty e=y -y =y —Xin.
Jezeli zatozymy, ze funkcja gestoéci rozktadu bledu jest skalowana tzn. s~ f (£)1i przyjmiemy

p =—log f estymator najwigkszej wiarygodnosci minimalizuje

n
—x7

> pEER)+nlogs.

i=1
Jesli parametr skali s jest znany i przyjmujac y = p', to estymator b parametru f jest rozwigzaniem

e oge . < yvfvab T

nieliniowego ukltadu réwnan zl// ——=)x; =0.

i=1

Aby ulatwi¢ obliczenia, uczynimy to ostatnie rownanie podobnym do réwnan estymujacych dla
znanego problemu, takiego jak wazona metoda najmniejszych kwadratow. W tym celu zdefiniujemy
funkcje wagi

)

J’i*xin

T
w =ty = -

b
s
& T
, . yi=x; b T . . r .
a rownanie ZW 3 Xi = 0 mozna zapisac w postac1

i=1

Problem jest nieco skomplikowany, bo wagi zaleza od reszt, reszty zaleza od estymowanych
wspotczynnikow, a estymowane wspolczynniki zalezg od wag. Iteracyjne rozwigzanie tego problemu

zwane IRLS (lteratively Rewighted Least Squares) przebiega nastepujaco:

7
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1. Wybraé poczatkowe oszacowanie b'” | np. takie jak z OLS

2. W kazdej iteracji ¢ wyznaczy¢ reszty e(’ Vi

e
i odpowiadajace im wagi w' " =w[*—]z
poprzedniej iteracji
3. Wyznaczy¢ nowe oszacowanie UMNK postaci b = (X" W' X)"' X" Wy | gdzie X

jest macierza planu eksperymentu, W™ = diag {w" "} jest aktualna macierza wag

Powtarza¢ punkty 2 i 3 az do momentu zbieznosci wektora wspotczynnikow. Asymptotyczna

macierz kowariancji wspolczynnikow dana jest wzorem

E(y?)
[E(w")]

Alternatywnie mozemy estymowac parametr skali s tak jak w przypadku estymacji ML

u y.=x'by v, —x'b
Dy EE(E=) =n
i=1

V(b)= —= (XX

ktore nie jest "odporne” (i prowadzi do estymatora obcigzonego dla rozktadu normalnego).

Modyfikujemy wigc to rownanie zast¢pujac je rOwnaniem

Zz(y Y= (n-p)y,

z ograniczong funkcja y i parametrem y zapewniajacym zgodnos¢ dla rozkltadu. Przyktadem jest

"Huber proposal 2" y(x) =y(x)” = min(| x|,c)’

Dlaczego warto rozwazy¢ stosowanie odpornych metod estymacji

1. Uzytkownicy, nawet eksperci w dziedzinie statystyki, nie zawsze sprawdzajg dane.

2. Ostra decyzja o utrzymaniu lub odrzuceniu obserwacji jest marnotrawstwem. Mozemy zrobié¢
lepiej, zmniejszajac wage watpliwych obserwacji, niz je odrzucajac, chociaz mozemy chcieé¢
odrzucic¢ catkowicie bledne obserwacje.

3. Wykrycie warto$ci odstajacych w danych wielowymiarowych lub o duzej strukturze moze by¢
trudne lub nawet niemozliwe.

4. Odrzucenie wartosci odstajacych wptywa na rozklad, ktéry nalezy skorygowac. W

szczegoblnosci wariancje bedg niedoszacowane na podstawie ,,0czyszczonych” danych
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Regresja odporna a regresja oporna (Robust vs resistant regression)

Koncepcja regresji resistant dotyczy dobrego zachowania si¢ modelu regresji w przypadku obecnosci
nieprawidtowych punktéw danych. Regresja oporna ma wysoki punkt zatamania, zblizajacy si¢ do
50%. Rozwazamy zastgpienie najmniejszych kwadratow jedng z metod

e [ MS- (Least Median of Squares) najmniejsza mediana kwadratow: zminimalizuj mediang

kwadratow reszt mbinme(_lian| V= Xl.Tb |2
1

Bardziej ogodlnie, dla LQS zminimalizuj pewien kwantyl (powiedzmy 80%) kwadratow reszt.

e LTS - Least Trimmed Squares) najmniejsze przycigte kwadraty: zminimalizuj sume

kwadratow dla ¢ reszt. Poczatkowo g obejmowato nieco ponad 50%, ale S-PLUS przeszto na
: T 2
%. min =X b
90% in > |y, ~x/b

Jest wiele funkcji w R ktore realizuja estymacj¢ odporng robust i resistant. W pakiecie MASS
rlm()

Igs()
Szczegoly plik- Robust.pdf

Plik Robust regresion.R
library(MASS)
#Vanebles&Ripley
help(phones)
ph<-as.data.frame(phones)

phones.Im<-Im(calls~year,data=phones)

attach(phones)

plot(year,calls)

detach(phones)

abline(phones.Im$coef) #model dopasowany klasyczng MNK (OLS)
help(rlm)

abline(rlm(calls~year,phones,maxit=50),lty=2,col=2)
abline(lgs(calls~year,phones),lty=3,col=3)

#wykonujac ponizsza instrukcj¢ nalezy wskaza¢ na rysunku gdzie umiescic legende
#funkcja locator(1) odczytuje pozycje kursora gdy weisniemy lewy przycisk myszki
legend(locator(1),lty=1:3,col=1:3,legend=c("least squares","M-estimate","LTS"))

summary(lm(calls~year,data=phones))
summary(rlm(calls~year,phones,maxit=50))
summary(rlm(calls~year,scale.est="proposal 2",phones,maxit=50))

summary(rlm(calls~year,psi=psi.bisquare,phones,maxit=50))

#zob. plik Robust.pdf
lgs(calls~year,data=phones)#domys$lnie method="lIts"

9
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lgs(calls~year,data=phones,method="lms")#least median of squares
lgs(calls~year,data=phones,method="lIts")#least trimmed squares
lgs(calls~year,data=phones,method="S")

summary(rlm(caIISNyear, data:phones,method:"MM"))#kombinacja resistant 1qs i efektywnosco M estymatorow
psi.huber(x, k = 1.345, deriv = 0)

psi.hampel(u, a =2, b =4, ¢ = 8§, deriv=0)

psi.bisquare(u, ¢ = 4.685, deriv = 0)

x<-seq(-6,6,by=0.1)

plot(x, psi.huber(x)*x, Iwd=2, col="orange', type="1)

plot(x, psi.huber(x), Iwd=2, col='orange', type='l')

plot(x, psi.hampel(x)*x, lwd=2, col="red', type='1")

plot(x, psi.bisquare(x)*x, Iwd=2, col="blue’, type="l")
library(robustbase)

plot(huberPsi, x, ylim=c(-1.4, 5), leg.loc="topright", main=FALSE)
title(main="Huber")

plot(hampelPsi, x, ylim=c(-1.4, 5), leg.loc="topright", main=FALSE)
title(main="Hampel")

source(system.file("xtraR/plot-psiFun.R", package = "robustbase", mustWork=TRUE))
p-psiFun(x, "biweight", par = 4.685)

title(main="biweight")

#Zbior z wieloma odstajacymi obserwacjami
library(faraway)

data(star)

plot (star$temp, star$light, xlab="log(Temperature)", ylab="log(Light Intensity)")
ga <- Im (light~ temp, star)

abline (ga)

#Czy sa odstajace obserwacje?

range (rstudent (ga))

ga <- Im (light ~ temp, data=star, subset=( temp > 3.6))
abline (ga, lty=2)

ga_rob <- rlm (light ~ temp, data=star, maxit=50)
abline(rlm(light ~ temp, data=star, maxit=50),col="blue")
abline(lgs(light ~ temp, data=star,method="S"),col="red")

Przedstawiamy dwa zestawy danych pochodzace z chemii analitycznej (Abbey, 1988; Analytical
Methods Committee, 1989a,b). Zestaw danych abbey zawiera 31 oznaczen zawartosci niklu (ug g—1)
w SY-3, kanadyjskiej skale sjenitowej, a chem zawiera 24 oznaczenia miedzi (ug g—1) w mace
petnoziarnistej. Dane te sa czgscig wigkszego badania, ktore sugeruje p = 3,68.

#przyktad 1

sort(chem)

mean(chem)

plot(density(chem))

median(chem)

mad(chem) #estymator MAD parametru skali

unlist(huber(chem)) #odporna estymacja parametru polozenia z uzuciem estymatora skali MAD
unlist(hubers(chem))#odporna estymacja parametru polozenia i skali (Huber Proposal 2)

Probka chem jest wyraznie wysoce asymetryczna, a jedna warto$¢ wydaje si¢ by¢ odchylona o
czynnik 10. Zostala ona sprawdzona i uznana za poprawna przez laboratorium. Przy takim rozktadzie

10
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rozne estymatory szacujg rozne aspekty rozktadu, a zatem nie sg porownywalne. Tylko w przypadku
rozkltadow symetrycznych wszystkie estymatory lokalizacji szacujg t¢ samg warto$¢ i1 chociaz
rzeczywisty rozklad jest tutaj nieznany, jest mato prawdopodobne, aby byt symetryczny.

#przyktad 2

sort(abbey)

mean(abbey)

plot(density(abbey))

median(abbey)

mad(abbey) #estymator MAD parametru skali

unlist(huber(abbey)) #odporna estymacja parametru polozenia z uzuciem estymatora skali MAD
unlist(hubers(abbey))#odporna estymacja parametru polozenia i skali (Huber Proposal 2)
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