1. Twierdzenia o dodawaniu Niech X;, ...Xc beda niezaleznymi zmiennymi losowymi i niech

k
Y= Z X; . Udowodné nasgpujace stwierdzenia:
i=1
«Jereli X, i=1,...k, map rozkiady dwumianoweB(n;,p), to Y ma rozktad dwumianowy

K
B(Z n,p).

k
o Jezeli X;, i=1,...k, map rozktady PoissonB(/), toY ma rozktad dwumianowy?-‘(z/li )
i=1
k
« Jezeli X;, i=1,...k, map rozktady gamm&s(a;,A), to'Y ma rozkiad gamméﬁ(Zai A L)
i=1
2. Wykonujemyn doswiadcze losowych z ktorych kale kaczy sk sukcesem z prawdopodohie

stwem @ . Wiadomo,ze 81[ &, &), gdzie &, 6[0,1] s ustalone. Sformutowamodel statysty-
czny tego eksperymentu.

3. Pewne urzdzenie techniczne pracuje dopéty, dopdki nie usziksig ktorys z k elementow typd
lub ktérys z | elementéw typlB. Czaszycia elementow typW\ jest zmienn losowg o0 rozktadzie
wyktadniczym z gstaicia f,(X) =a "expCx/a), a czaszycia elementoéw typuB jest zmienn
losowg o rozktadzie wyktadniczym zegtcscia f,;(x) = L expx/ B) . Obserwuije siczaszycia
T catego urgdzenia. Sformutow@amodel statystyczny tej obserwacji.

k
4. Przeprowadza sin =Zni eksperymentow w taki sposéb, reeksperymentow wykonujeeshna
i=1
poziomie x; , i=1,...k. Prawdopodobiestwo sukcesu w eksperymencie przeprowadzonym na
1
1+e @B’

Sformutowa& model statystyczny tego eksperymentu.

poziomiex jest rowne p(x) = alR, B>0 , gdzie@,p) jest nieznanym parametrem.

5. Pewna optymalna wiasn&¢ mediany. Mediarna zmiennej losowej o rozkladzié nazywamy
liczbe m, taka, ze P(Xsm)=3 i P(X=am,) =3 . NiechX bedzie catkowaln zmienry losowg (tzn.
E|X|<). Pokazd, ze funkcjag(c)= E[X-c| oshga najmniejsg wartas¢, gdyc=m. .

Wskazowka Rozway¢ 2 przypadki 1x<m, 2)c>m, i w kazdym z nich pokazaze
#(c)- g(my)= E|X-d- E[X-my|=¢Ac) przy czymyAc)=0 dla kadegoc i ¢ m,)=0.
6. Rodziny wyktadnicze Pokaza, ze rodziny rozktadow

. dwumianowych

. ujemnych dwumianowych
. Poissona

. normalnych

. gamma

. beta

. wielomianowych

sa rodzinami wykfadniczymi. W kalym przypadku znaf# naturalma parametryzagj

7. Statystyki pozycyjne NiechXy, ... X, bedzie proh prost z rozktadu o dystrybuancke

Wyznaczy rozklady nasipujacych statystyk pozycyjnych:
* Xy
* X

* Xw» Xn) _ .
Czy statystykiX;) i X sa niezalene?



8. Niech X;, ...X, bedzie prola prost z rozktadu o dystrybuanci€. Statystyk R=Xy —Xqu
nazywamy rozgpem z proby
a) wyznaczy rozkiadR

b) wykaza, ze ER= O]{l—[F(x)]” -1- F(x)]”}dx

9. Niech X;, ..., X, bedzie prél prost z rozkladu o dystrybuancid=. Wykaza&, ze

F(x)
Fuo(X) = [t @-nmHadt

0

nl
(n=)!(n—-k)!

10. NiechX;, ... X, bedzie prola prost z rozktadu cigtego o gstasici f.

* Wyznaczy gestas¢ k -tej statystyki pozycyjneXy -
*  Wykaz&, ze F(Xy)~B(k,n-k+1)

11. Niech X;, ... X, bedzie prél prost z rozktadu wyktadniczegBxp(A)
*  znale¢ rozktadXy
«  Wykaz&, ze Xy, Xm- Xy ; 1k <m<n s niezalene.
*  Znalex¢ rozktad zmiennej X1y~ Xgo ; 1<k <n-1

12. Rozktad wielomianowy i jego asymptotyka

Statystyki dostateczne, swobodne, zupetne

13. Niech X=(Xy,...Xn) bedzie prola prost z rozktadu Poissor&(A). Korzystajc z definicji pokazé,
n
76 T(X) = Z X; jest statystyk dostateczpdla parametrud.

i=1

14. Niech X=(X4,...,X;) bedzie prola prost z rozktadu wyktadniczegBxp(A). Korzystajc z definicji
pokazd&, ze T(X) = Z X; jest statystyk dostateczpdla parametrud.

i=1
15. Niech X=(Xy,...X;) bedzie prol prost z rozkladu ujemnego wyktadniczego (oE(a,A)) o
funkcji gestasci  f(X) =%e_%1(ayw)(x), gdzie A>0. Korzystajc z kryterium faktoryzacji
wyznaczy statystyk dostateczpdla parametrug A).

16. Wykaza, ze dla proby prostej z dwuwymiarowego rozkladu ndmego o znanym
wspotczynniku korelacji (przy nieznanych pozostatygarametrach) wspétczynnik korelacji z

37 (X, - X)(Y, = V)

Ji(xi - X)2 3 (% -Y)?

17. Niech X,...X%, 1 Yy,....Y, beda niezalenymi prébami z rozktadowN(m,c) i N(m,q)
odpowiednio. Mana pokazé, ze statystyl dostateczsp i zupetrm dla (M., m,a) jest

préby W = jest statystyk swobodn.




18.
19.

20.

21.

22.

23.

24,

3 (X, = XY, =)

statystyka T=(X,> X?2Y,>¥?), a statystyka W=

.o Ji(xi - X)2 3 (% -Y)?

jest

niezalena odT

Czy rodzina rozktadéw normalnyd(1,0°) jest zupetina? (nig(X)=X-120 i E, (#(X))=0 Oo.
Niech X=(Xy,...X,) bedzie prof prost z rozktadu Cauchy’eg@(6,1) o gstadsci

Pe(x)=1—1 AOR. Znalez¢ minimalm statystyk dostateczadla é.

T 1+(x-6)? '

Niech X=(X,...X,) bedzie prola prostt z rozkladu Pareto (ozrRa(xo,a)) o funkcji gstasci
f(x) =%(%)a+11(x0’w)(x) , gdziea>1 Korzystajc z kryterium faktoryzacji wyznaczystatystyl
dostateczadla parametruxg, a).

Rozwamy rodzire rozktadow o gstasci p,(X) = A(@)e *®". Pokaza, ze jest to rodzina
wyktadnicza. Znal& rzad tej rodziny. Czy jest to regularna rodzina wykimda? Czy jest to
rodzina zupetna? (Odp. Rodzina wykladniczedtz3, naturalne parametryziena krzywej wie,
nie jest to rodzina zupetna)

Udowodnt twierdzenie Niech %0 % bedzie podrodzia rodziny 2 rwnowana z # . Jeeli Sjest
minimalrg statystyld dostateczadla %, i dostateczadla#, to S jest minimakpstatystylg
dostateczadla 4.

Dowdd. NiechT bedzie dowolm statystyl dostateczmdlas . oczywicie tym bardzieJl jest statystyk
dostateczna dlg. Poniewa Sjest minimalm statystyly dostateczadla 4, istnieje wiec funkcja h taka,

zeS=h(T) prawie wszdzie % a wobec rownowanosci rodzingy, i £ prawie wszdzie #.
wynika, ze (T1(X),....,Tk(X)) jest minimalna statystyka dostateczm dla <.

Niech X=(Xg,...X,) bedzie prola prost z rozkladu Gamma(d) o funkcji gstosci

f(xa,A) =

1 a-1 _;X . . .
@) x“7e 114, (X) Korzystapc z kryterium faktoryzacji wyznaczystatystyk
dostateczadla parametrua(A)
Niech Z=((Xy, Y1),...,0%,Xn)) bedzie prél z dwuwymiarowego rozktadu normalnedd(0,X),

gdzieOjest wektorem zerowym &= B ﬂ . Wyznaczyg minimalrg statystyk dostateczpdla

p. Czy ta statystyka jest zupetna? Udowdédnize statystyki Tl(Z)=§xi2i T,(2) = iYiZSQ
i=1 i=1

swobodne a statystykdy(T,) nie jest swobodna.

Estymacja nieobci gzona

25.

26.

Niech X=(Xi,...X) i Y=(Yy,....Y,) beda niezalenymi prébami prostymi z rozkiadéw
odpowiedniaN(m,,0?) i N(m,,0%). Ktéry z dwoéch nagpujacych estymatoréw:

T,(X,Y)= XY, T,(X,Y) =%'§1 X;Y, naley przyja¢ za ocea mgm,.
i=

Niech Xy,... X, Xk+1,....Xn bedzie prély prost z rozk}aduN(m,oz). Obserwujemy zmienn¥,... Xy i
ponadto znamyredni X, =1 X, . Dobra tak stah c, aby estymato =c, > (X; - X,)?
i=1 i=1

byt nieobcazonym estymatorem warianaif .



27.

28.

29.

Wykonano 10 pomiaréw pewnej nieznanej widiom jednym przyradem pomiarowym, a
nastepnie 5 pomiaréw innym przygdem. Zakladamyze wyniki pomiaréw g Xy, ... X0, X11,...X15
Sa niezalenymi zmiennymi losowymi przy czym kda ze zmiennyclX,, ...X;o ma rozktad
normalnyN(m, 0.7%) , podczas, gdy kala ze zmiennyctXyy,... X;s ma rozktad normalnyN(m,

15

0.2). Dobr& tak wspétczynniki cy,...C;s aby estymatorrh:Zqu byt estymatorem
i=1

nieobchzonym o minimalnej wariancjiqdp. ci,... 1= 45 » C11,---C15= 55 )

Pobrano 100 niezateych obserwaciji z rozktadu normalnelym,o?). Obliczono 10 sum po 10
kolejnych obserwacji a naginie zgubiono danerddiowe. Zamiast pierwotnych obserwacji

9
(X1,... X100 mamy obserwacjeYy,....Y1o) gdzie Y, = z X14-j -Szacujemy wariangjo® uzywajac
j=0
10 _
estymatora postac'[:Z(Yi -Y)? Dobra tak stayq c aby estymator ten byt nieokgony.
i=1

(Odp.c=45

Niech Xy, Xs,,.X,, bedzie prof prost z rozktadu jednostajnego U@, Rozwamy dwa estymatory
O (Xppen X)) =28 X 0 G0 (X g, X)) =2X . Ktéry z tych estymatoréw jest lepszy?.

Odp. R(§;,6) = &5 » R(G,,6) =4 lepszy jestd;.

Estymacja nieobci gzona o jednostajnie minimalnej wariancji

30.

31.

32.

33.

34.

Niech X=(Xi,...X;) bedzie prol prost z rozkladu Poissond(6. Wyznaczy estymator
nieobchzony o jednostajnie minimalnej warianaj( &=p£0)=e’. Wyznaczy wariancg tego
estymatora. (Odpg(X) = 1-2)2+" vV, (§) = (e" -1)).

Uwaga. Ksztatace wydaje si rozwiazanie powyszego zadania dwoma sposobami (1)réwnanie 2)élhmanna Scheffee’go)
Niech X=(Xy,...X,) bedzie prél prosy z rozktadu Nfno®) o-znane. Wyznaczy estymator
nieobcizony o minimalnej wariancji  a(m)=m, b)g(m)=nr.

(0dp: ag(X) =X pyg(X)=X2 -2
Niech X=(Xy,...X,) bedzie prola prost z rozkiadu Bernouliegop(x) =8*(1-6)**, x=0,1;
60(0,1). Wyznacz§ estymator nieobgizony o minimalnej wariancji funkcii(6=6%

NiechX=(Xj,... X) bedzie prol prost z rozktaduN(m,c?) m—znane. WyznaczENIMW][d] i b)
ENJMW[o?]

) r(3) 12 a2 % 2
(Odp.a)ﬁr—(%l)s b)1 S? (gdzie S —é(Xi m)?)
Niech X=(Xy,...X,) bedzie proh, prost z rozktaduN(m,d). Wyznaczy ENJMW dla an b)d
c)o d)7.
) g d)ﬁn%l)i

n
o2 _ _ g2
9 Bt s (gdzie S* =) (X; = X)?)

i=1

(0dp. ) X , b)-S




35.

36.

37.

38.

39.

40.

d)

e)

Niech X=(Xy,...X) bedzie prol prost z rozkladu o absolutnie agjtej dystrybuancieFO%.
Zaktadajc istnienieg;(F)=Er(X) i g2(F)=Ve(X) wyznaczy a)ENIJMWIEL(X)] i b)ENIMWI[VL(X)].
— n —
Odp: a) X b) S22 = ﬁz (X - X)2 (Statystyk dostateczi zupeim jest wektor statystyk pozycyjnygh
i=1
x—ﬁz ,gdy x=a

gdziea >0.
0,gdy x<a

Niech X=(Xy,... X,) bedzie prola prost z rozkladu o gstasci f(x) ={

Oblicz¢ £ a nastpnie w oparciu on elementow proke prost wyznaczy estymator
nieobcazony o minimalnej wariancji parametm. Czy jest on zgodny?
Niech Xy,...Xm) 1 (Y1,....Yn) beda niezalenymi probami prostymi z rozktadow(0,4) i U(0,8) :

&, 8>0. Wyznaczy estymator nieobgzony o minimalnej wariancji dlag—x.
y

Niech X=(Xy,...X;) bedzie wektorem losowym o niezateych wspétrzdnych takich,ze X; maja

rozktady normalneN(a +8t, &), gdziea , B, & sa nieznane & sa znanymi stalymi rénymi

miedzy soh, i=1,...n. Wyznaczy estymatory nieobgkone o minimalnej wariancji parametraw
i 8 na podstawie obserwacji wektofa

Niech X=(Xy,...X,) bedzie préh prost z rozktadu o rozktadzie jednostajnyld{0,8), d1(0,»).
Wyznaczy ENJMW funkcji g(8 rozniczkowalnej na (@&). Nastpnie podd postd estymatora

dla g,(8) =4 =E4(Xy) i 9,(6) =% =V,(Xy).
Odp: Q(X(n)) = g(x(n)) +%X(n) g'(x(n)) ) @1(x(n)) :nz_;lx(n) ) Qz(x(n)) = g(x(n)) +%§X(2n)

Niech X=(Xy,...Xn) i Y=(Y1,...\Y;) beda niezalenymi prébami z rozktadowN(m,,o? )i
N(m,,0?).

r
Wyznaczy ENJIMW g;=m,-m,i g, =(0XJ , r>0
o
y

Niech o7 =o?. Wyznaczy ENJIMW g;=m-m, i g, =

m,—m,
UX

2
Niechmy=m, i Ix. =y, gdzieyznane. WyznaczyENIJMW[m]. Odp(h, =—-" X + L V)
o

2 m+ny m+ny
y

Niech o7 =02 = 0®. Wyznaczy ENJMW([c7].

Niech o} =0 =0?. Wyznaczy estymator nieobgizony o minimalnej wariancji parametru

funkcji ENJMW[m, -m, +o].

Estymacja bayesowska i minimaksowa

41.

Niech X=(Xy,...X,) bedzie prélk prost z rozkiadu Wyk+adniczegop(x|6?)=9e‘9‘1(0’w) ,68>0.
Wyznaczy estymator bayesowski paramet@ (przy kwadratowej funkcji straty) jeli
rozkladem .,a priori” tego parametru jest rozkladan@nap,a) o funkcji gstaici

f(0) = %9 P11 g (6) -



42.

43.

44,

45,

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

NiechX,... X, bedzie prof prost z rozktadu geometryczneggx|6) = 8(1-6)* , 87(0,1),
x=1,2,... Wyznaczy estymator bayesowski paramettprzy kwadratowej funkcji strat ,eli nie
dysponujemyadm wiedz ,a priori” odnosnie parametr.

Niech X bedzie zmienn losowq o rozktadzie geometrycznym(x,6) = 8*(1-6) , 8 [7(0,1),
x=1,2,.... Zalémy, ze parametr & jest realizag zmiennej losowej @ o rozkladzie
7m(6) = 36?21(0,1) (6) Wyznaczy estymator bayesowski parame&(Odp é(X) = X+3

X+5
Niech X=(X;,...X,) bedzie prol prost z rozktadu Poissonap(x|1)=4-e™ >0, x=0,1,....
Wyznaczy estymator bayesowski parametif (przy kwadratowej funkcji straty) jeli
rozktadem ,=a priori” tego parametru jest rozkiadykadniczy o funkcji gstcci
f(A)=e 15w ).

Towarzystwo ubezpieczeniowe szacuje okoto 20% pag&row linii lotniczych wykupuje polis
ubezpieczeniow na przelot. Proporcja ta jestzn@ dla rénych terminali, przy czym zmiengd
charakteryzowana odchyleniem standardowym wynog$io.1Qosowa prébka 50 pasaow
wybranego terminalu pokazatae tylko 5 nabylo polis Przyjmujc jako rozklad a priori
odpowiedni rozktad Beta oszacoivprawdziwg proporcg pasaeréw w tym terminalu, ktérzy
nabyli polig.

Niech X=(X,...X;) bedzie prél prost z rozktadu Poissong@(Xx|A) =/1—'e_” , A>0,x=0,1,....
X!

Wyznaczy estymator bayesowski parametr(przy kwadratowej funkcji straty) jeli rozktad ,a
priori” tego parametru maggtas¢ f(A) = ae‘“l(oym)()l) .

Przypuéémy, ze X ma rozktadJ(0,6). Zat&zmy, ze rozktadem ,a priori” parametré jest rozktad
m@)=6e? , 0. Wyznaczy estymator bayesowski parametr@ przy funkcji strat

a)L(8,6)=(6-6)%. b)L(6,0)=|6-6 |

Niech X=(Xy,...X,) bedzie proh, prost z rozktadu geometrycznegéx|6) = 8(1-6) **, 60
(0,1),x=1,2,.... Niech rozktadem ,a priori” di@ bedzie rozklad Betaf,). Wyznaczy estymator
bayesowski paramet@przy kwadratowej funkcji strat.

Niech X=(Xy,... X,) bedzie prol prost z rozktadu geometrycznegp(x|8) =6(@1-6)* ,0<6&<1,
x=0,1,.... Wyznaczy estymator bayesowski paramet#yprzy kwadratowej funkcji straty) zeli
rozktadem ,a priori” tego parametru jest rozktaeldostajny U(0,1) o funkcji egtcsci
f(8) =1y (6).-

Przypuécémy, ze prawdopodobiestwo & sukcesu w aigu n préb Bernoulliego ma rozktad (a

priori) jednostajny U(0,1). Wyznac&yestymator bayesowski parame#d (przy kwadratowej
funkciji strat).

Niech (Xi,...X,) bedzie prol prosh z rozktadu Poissona ®( Wykaza, ze statystykaX jest
(A-d)*
A

minimaksowym estymatorem parameftuprzy funkcji straty L(A,d) = . Czy X jest
estymatorem dopuszczalnym?

Czas swiecenia zarowek jest zmiennlosows o rozktadzie wyktadniczym z funkgjgestosci
p(x|6) = He‘é"l(ovm) (x) . Przypdéémy, ze & ma rozktad ,a priori” wyktadniczy z funkgjgestasci
f(e)ze‘el(ovw) (0). Wyznaczy estymator bayesowski parametéu(przy kwadratowej funkcji
straty) oparty na elementowej prébie prostej.



53. Niech X=(Xy,...X,) bedzie prél prost z rozktadu normalnegd(81). Wyznaczy estymator
bayesowski parametrd (przy kwadratowej funkcji straty) jeli rozkladem ,a priori” tego

parametru jest rozktad wyktadniczy o funkagisgpsci f (6) = e_gl(ovw) ).

(Uwaga. Rozktadem a posteriori jestaigirozkltad normalny zadanie néwiczenia)

54. Niech X bedzie zmienn losows o rozkladzie jednostajnyntJ(0,6. Wyznaczy¢ estymator
bayesowski parametrd (przy kwadratowej funkcji straty) feli rozktadem ,a priori” tego
parametru jest rozktad (6) = 6e 1., (6) .

Metoda najwi ekszej wiarygodno Sci

55. Niech Xi,... X, bedzie prél prost z rozkladu réwnomiernego (dyskretnego jednostajhet
{1,...k} i kON. Wyznaczy estymator najwgkszej wiarygodnéci parametruk. Wykaza, ze

estymator ten jest zgodny. Odﬁ); X )

56. Niech Xg,... X, bedzie prol prost z rozkladu jednostajnego Bf&] na przed2|ale nad,é).
Wyznaczy estymator najwikszej wiarygodngci parametru &, &,. (Odp. (01,0 ) =Xy Xiny )-

57. Czas pracy elementu jest zmigniosowg X 0 gestasci f(x) = abx® *expbx? 10 (¥), gdziea

jest znanym dodatnim parametrems Za jest nieznam dodatniy stah (rozktad Weibulla).
Wyznaczy estymator najwgkszej wiarygodnéci parametrub oparty nan elementowej prébie
prostej. Wyznaczyasymptotyczny przedziat uféc dla parametrib na poziomie 1a.

58. Zmienna losowdN ma rozklad Poissona z parametrem intensywing ktéry chcemy oszacowa
Niestety maemy obserwowajedynie zmienn losowy M, ktéra przyjmuje wartd O jesli N jest
rowna 0, a warte 1 jesli N jest wiksza od 0. Wyznaczyestymator najwikszej wiarygodnéci
parametrul i asymptotyczny przedziat uféa dla na poziomie 1a.. (Odp A =-In(1- M)

59. Skonstruowé estymator najwkszej wiarygodnéci parametrué i asymptotyczny przedziat
ufnosci na poziomie 1=0.95 oparty nan elementowej probie prostej niezaigch
obserwacjaclX;, X,,... X, Z rozktadu
a) geometrycznegp(x,6) = 6(1-6)**, 8/7(0,1),x=1,2,...

b) geometrycznegp(x,8) = (1-8)6**, 8.(0,1),x=1,2,... .
c) wykladniczegq(x,80) = dexd-8X) , 8 > 0,x>0,
d) wyktadniczeggp(x,8) = 8 * exd-x/8) , 8 > 0,x>0.
e) o gestaci p(x, 8 = 8% exg-6x) , 8 > 0,x>0,
(x-1?

f) normalnego p(x,8) = e ¥ 6>0.

1
28
(x-6)2

g) normalnegop(x, &) =ﬁe_7 ,8>0.

h) Poissonap(x,ébzgI e? 60>0 %x0,12,...
X!

i)z rozktadu Bernoulliegq(x,8)= 8* (1-8)**, 68 7(0,1), x=0,1.
i) zrozktadu Pareto (oziP.a(1,a)) o funkcji gestasci f(x) = ax‘a‘ll(m(x) , gdziea>1

60. Niech X=(Xi,...X,) bedzie prél prost z rozkladu normalnego z funlcj gestoici
_(x-0)?

f(x)——e 22 . Metody najwigkszej wiarygodnéci wyznaczy estymator parametrid .

Wyznaczy asymptotyczg wariancg tego estymatora.



61. Niech X=(Xi,...X,) bedzie préla prost z rozkladu o e¢stdsci zadanej wzorem
f(x,e):6?‘1x9_1711(0’1)(x). Wyznaczy estymator najwkszej wiarygodnéci parametrud i
wyznaczy biad Sredniokwadratowy (ryzyko) tego estymatora.(wskazéwk aby wyznacay
ryzyko warto wyznaczyrozktad zmienney=-InX)

62. Skonstruowéa estymator najwkszej wiarygodnéci parametru@d i asymptotyczny przedziat
ufnosci na poziomie lg =0.95 oparty nan elementowej probie prost&{;,Xs,, X, z rozktadu
Laplace’a o gstaci p(x,6) =4e™M, 8 > 0.

Efektywno §¢ estymatora

63. Niech X=(Xy,... X,) bedzie prol prost z rozktaduN(m,o?), gdziem jest znane. Pokazaze

estymatorS?(X) =%Z(Xi - m)? jest efektywnym estymatorem parametfu
i=1
64. Niech X=(Xy,....X,) bedzie prol prost z rozktaduN(m,d?), gdziem jest znane. Pokagaze
Inr@) - - n
———22g(X) gdzie S*(X)=1) (X, -m)?jest
e (X)g (X) Z( )? |
* nieobchzonym estymatorem parametoy
* nie jest efektywnym estymatorem paramedru

estymatolJ (X) =

65. Niech X=(Xy,...X,) bedzie prél prost z rozkladu Laplace’aA(0,5). Wyznacz¢ estymator
nieobchzony o minimalnej wariancji funkcji parametru

a) g(B)=L b)g(A=L? i sprawdzé, czy jego wariancja agija dolne ograniczenie Cramera-Rao.

66. Niech X=(Xy,...X,) bedzie prél prost z rozktadu wyktadniczego f(x,H):H‘le_él(lyw)(x).

Wyznaczy estymator nieobgiony o minimalnej wariancji funkcji parametrg(=6" i
sprawdzt, czy jego wariancja agjja dolne ograniczenie Cramera-Rao.
(CaXD)? a2 40" 1, 4

(Odp. g(X) =W, V(Q) - @+ 2(n+1)) > - (dolne ograniczenie CRY)).

67. Wyznaczy macierz informacji Fishera dla préby prostej ZktaduN(m,&?)

x|

68. Niech  X=(Xi,...X;) bedzie prola prost z rozktadu Laplace’a A(0,H) (f(x):#e_f).

Wyznaczy estymator nieobgiony o minimalnej wariancji funkcji parametrg(8)=4" i
sprawdz¢, czy jego wariancja agja dolne ograniczenie Cramera-Rao.



Przedzialy ufno $ci

69.

70.

71.

72.

NiechXy,...Xm i Yi,....Yn beda dwoma niezalenymi prébami prostymi z rozktado(4, o) i
N(14, ). Znaleré najkrotszy przedziat ufriei dla z4-4, oparty na odpowiedniej statystyce
dostatecznej gdy? jest znane.

Rozwamy préke losowg X;,... X, z rozkltadu jednostajnego na odcinkugQ, nieznanym prawym
koncem 8. NiechM=max(Xy,... X,). Nalezy zbudowa przedziat ufnéci dla & na poziomie 90%.
Chcemy aby ten przedziat byt postaaM , bM], gdzie liczbya i b 53 tak dobrane abR(8< aM)=
P(6>bM)=0.05. podaj dlugi tego przedziatu.

Zatdzmy, ze Xy,... X, jest prolk prost z rozkladu normalneg(m,c®) o nieznanej wartei

oczekiwanej i nieznanej wariancji,sz4s jest zmienn losowy z tego samego rozktadu niezalg
od prébki. Interpretujemy zmiearXs jako kolejna obserwagj ktéra pojawi si w przyszidgci, ale
obecnie jest nieznana. Zbudyjirzedziat ufnéci” [L,U]=[L(X4,...Xs), U(Xy,...Xg)] Oparty na
prébceXy,... X4 taki, ze P(L(Xy,... X4)<XssU(Xy,... X4))=0.95, przy czymadamy, aby przedziat

byt symetryczny tznd (L +U) = X . Uzywamy tu oznacze X =13’ X;, S*=1>'(X; - X)?.
i=1 i=1

Wyznaczy najkrotszy przedziat ufrici dla parametrd w rozkladzie jednostajnym U@,

oparty nan elementowej prébie prostej. Funkgientralm, oprz€ na minimalnej statystyce

X
dostatecznejodp. [X(n),% Xm], Funkch centralm jest funkcjaT (X,.., X,,,6) = @

g

Model liniowy i MNK

73.

74.

75.

Pewien deterministyczny procegxs,... X, przebiega take x..;=ax , i=0,...n-1, przy czyma jest
znary stah. Wielkosci x, nie mo@ by¢ obserwowane bezgednio, lecz ich obserwacje maj
posta& y=x+&, i=0,...n, gdzies s nieskorelowanymi ktdami o jednakowej wariancir’.
Metodh nhajmniejszych kwadratow wyznagzyestymatoryy,Xs,... X,. Wyznaczy rowniez
estymator wariancji bHowd?.

W modelu regresji liniowey=0..8x+& , i=1,.n, zal@my, ze Var()=w,c’, gdzie &* jest
nieznane aw,..W, sa znane. Méwimy,ze 6, i 6, s3 estymatorami parametrow i &
uzyskanymi metogiwazonych najmniejszych kwadratow, gdy

n — - n
ZW%(M -6,-6,x)° = gllgnzw%(yi -6,-6,x)".

i=1 Y2 =

Napis& odpowiednik uktadu réwnianormalnych dla tej sytuacji i wyznaczgstymatory
parametrowg, , & orazd® metod, wazonych najmniejszych kwadratow.

Nalezy wyznaczy ciezary nettof,, 5., s trzech przedmiotow orazeziar opakowanid, za
pomoa czterech wzen przy zatgeniu,ze przy kadym wazeniu popetniamy losowy il o
rozktadzie normalnym z&edni O i wariancy ¢°. Rozpatrzmy dwa plany eksperymentu.
Pierwszy z nich polega na ziemiu kadego przedmiotu (z opakowaniem) z osobna, a nawko
zZwazeniu samego opakowania. W drugim schemacieymg najpierw opakowanie a naghie
trzykrotnie po dwa przedmioty ( kdy z opakowaniem), nie powtargajdoboru waonych par.
NiechY;, i=1,2,3,4 oznaczajkolejne wskazania wagi. Wyznaczsetod, najmniejszych
kwadratéw oszacowaniaeearow . Sprawdat, ktory z plandw jest lepszy ze wzdl na
wielkos¢ wariancji uzyskanych estymatorow.



76. Dla wybranych wartaici x;  z przedziatu [-1,1] ma@my wykon& pomiary wielk@ci
yi=0Got[X 0barczone niezateymi zmiennymi losowym o zerowych wastiach oczekiwanych
i wariancjacho” i estymowa wartdici 3, i B metod, najmniejszych kwadratow. Zatdny, ze
n jest parzyste . Jak nale wybra wielkosci x; , aby wariancja estymatofa byta najmniejsza?

(0dp.V(B) = ——1—
nZi:1 Xi2 - (Zizlxi )2

77. Na podstawie pomiarow wielkoi yi=G+51% (i=1,...n) , ktére g obarczone niezataymi bledami
losowymi o zerowych wartgiach oczekiwanych i wariancjact?, konstruujemy estymatorg,

-- potowa zx; jest rowna -1 a druga potowa) 1

[ ,[?1 metody najmniejszych kwadratéw. Progrodla wartdci yo=L05+81% konstruujemy jako
Yo = ,5’0 + ﬁlxo. Wyznaczy wariancg tej prognozy. Dla jakiegr, wariancja Yy, jest
najmniejsza.

n n
az(zizlxiz - 2X02i=1Xi + nxg)

nZinzlxiz - (Zinzlxi )2

(Odp.V(¥,) = jest najmniejsza dla, =%Zin:1xi )

78.

Testowanie hipotez

79. X, X,, ..., X, jest proh losow z rozktadu normalnego o parametr&0,o’). Znalex
najmocniejszy test hipotezy , : o? =1 przeciwko alternatywietl, :  0* =3 na poziomie
istotncici a=0.01. Oszacowa moc tego testu (przy szacowaniu mocyzn@oskorzystéz
aproksymacji\/m —\/T—lEN(O,l) (Odp. ok. 90%)

@+ b)x",dla 0<x<1

0 , pozatym
najmocniejszy test hipotezy,Hb=1 przeciwko H: b=2 na poziomiea=0.1 gdy dysponujemy
pojedyncz obserwagj zmiennejX. . (Odp.C={ X: X >\/@}

80. Zmienna losowa X ma funkcg gestdsci f(x):{ Skonstruowa

81. Zmienna losow& ma funkcg gestaici f(x). Na podstawie pojedynczej obserwacji skonstriowa
najmocniejszy test hipotezyoHf (X) =15, (X) przeciwko H: f(x)=5x41[0,1] (X) na poziomie..
Wyznaczy moc tego testuddp.C ={ X : X >1-a} moc=1-(1a)’)

82. Sformutowa lemat Neymana-Pearsona. Zmienna losowa ma funkcg gestdsci

b
f(x):{(u b)x°,dla 0<x<1

. Skonstruowé najmocniejszy test hipotezy,tb=1 przeciwko
0 , pozatym

Hy: b=2 na poziomie a=0.1 gdy dysponujemy pojedyriczobserwag zmiennej X.
(Odp.C={X: X >+409})

83. Niech X=(X,...X,) bedzie prél prost z rozktadu normalnegoN(0,62). Skonstruowé

najmocniejszy test hipotezy (H=6, przeciwko alternatywie HEE>8, na poziomie a.
Wyznaczy moc tego testu ( wykorzystig dystrybuant odpowiedniego rozktadu)

10



84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

Niech X=(Xg,...,X,) bedzie prola prost z rozkladu o gstasci f(x) =%e_§1(o’m)(x) . Skonstruowa

najmocniejszy test hipotezy (H=6>0 przeciwko alternatywie =8> na poziomiea.
Wyznacz¢ moc tego testu (Wskazéwka. Tw. o dodawaniu dlakteadw Gamma: Jeli
XGammag@,A), X.l0Gammag@,,A), X, X; niezalene, toX; +X,[lGammag;+a,,A) ).

Niech X=(Xy,...X,) bedzie prola prost z rozkladu o funkcji gstdsci f(x,6= &6 x“l(o,l)(x).

Skonstruowé najmocniejszy test hipotezy,t#=1 przeciwko alternatywie #46=6>1 na poziomie
a.. Nastpnie przyjmujc n=1 (1 obserwacja) wyznaczyloktadnie (tzn. wyznaczyodpowiedri

stah) post& testu i znal& jego moc.

Niech X=(Xy,... X;) bedzie prol prost z rozktadu o funkeji gstasci f (x,6) =e "1, (X) .

Skonstruowé najmochiejszy test hipotezy (H=6, przeciwko alternatywie §6=6>6, na
poziomiea. (nieco trudniejsze)

Obserwujemy parzmiennych losowychX,Y). Zakltadamy, zeasto zmienne niezaime. X ma
rozktadN(m,,1) aY ma rozktad\(m,,1/3) ( w nawiasie podang wariancje a nie odchylenia
standardowe). Rozvgeny najmocniejszy test hipotezy,Hm,,m,)=(0,0) przeciwko alternatywie
Hi: (m,my)=(1,1) na poziomie istotsoi a=0.1. Wyznaczg moc tego testu.

Skonstruowé test najmocniejszy na poziomgedla Hy: XCU[O,1] przy alternatywie i X[J[0,2]
gdy dysponujemy pojedyngobserwacj zmiennejX.

NiechXy,... Xg bedzie prola prost z rozktadu normalneg(m,1) o nieznanej warfgi
oczekiwanej znanej warianaif=1. Rozpatrzmy zadanie testowania hipoté#y m=0 przeciwko
alternatywieH;: m=0.5. Naley zbudowd taki test dla ktéregeuma prawdopodobigstw bkdow
I'i 1l rodzaju, oznaczanych odpowiednioi £ jest najmniejsza Oblicz € nhajmniejsz wartasé

a+p.

Zmienna losowa&X ma funkcg gestasci f(x). Na podstawie pojedynczej obserwacji skonstrdowa

najmocniejszy test hipotezyoHf (X) =14, (X) przeciwko H: f(x) =5x41[0,1] (X) na poziomie..
Wyznaczy moc tego testu.
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