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Statystyka jest nauka zajmujaca si¢ najogélniej mowiac zbieraniem danych i wydobywaniem
informacji zawartej w tych danych. Statystyke mozna podzieli¢ na dwie czesci:
e statystyke opisowa,

e statystyke matematyczng.

Statystyka opisowa zajmuje si¢ gromadzeniem danych oraz informacji dotyczacych sposobu ich
uzyskania (np. informacji dotyczacych sposobu przeprowadzenia eksperymentu laboratoryjnego) oraz
ich wstepng obrobka, przez ktorg rozumiemy sortowanie danych, ich prezentacje graficzng a takze
wyznaczenie pewnych charakterystyk liczbowych. Statystyka opisowa nie uzywa aparatu
probabilistycznego. Jej celem jest sformutowanie pewnych hipotez badawczych majacych intuicyjne
uzasadnienie w zgromadzonych danych. W raz z powszechng dostepnoscia komputerow i wzrostem
ich mocy obliczeniowej metody statystyki opisowej wzbogacity si¢ o nowe techniki zwane
eksploracyjna analiza danych. Pofaczenie eksploracyjnej analizy danych z technikg systemow
uczacych i sztucznej inteligencji zaowocowaly powstaniem nowej dziedziny: inteligentnej analizy

danych (data mining).

Statystyka matematyczna jest czeScig probabilistyki powstalg na gruncie rachunku
prawdopodobienstwa. Istotna jest jednak réznica migdzy zadaniami rachunku prawdopodobienstwa a
zadaniami statystyki matematycznej. Sens tej roéznicy ilustruje nastepujacy przyktad. Rzucamy 10 razy
moneta. Zadanie z rachunku prawdopodobienstwa polega np. na obliczeniu prawdopodobienstwa
uzyskania czterech orléw jezeli wiadomo, ze prawdopodobienstwo uzyskania orta w jednym rzucie
jest rowne 0,5. Statystyke matematyczng interesuje zagadnienie w pewnym sensie odwrotne. Jakie jest
prawdopodobienstwo uzyskania orta w jednym rzucie, jezeli w dziesigciu rzutach uzyskano np. cztery
orty? Zadaniem statystyki matematycznej jest wiec okreslenie nieznanych prawdopodobienstw w

przyjetym modelu doSwiadczenia.
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Cztery typy skal pomiarowych

W naukach empirycznych podstawowym sposobem zdobywania informacji jest pomiar, ktory
rozumiemy jako operacj¢ przypisywania rzeczywistos$ci eksperymentalnej liczb. Cho¢ pomiar jest
rownie stary jak nauka, to jego logicznymi podstawami zaj¢to si¢ dopiero w poczatku XX wieku,
kiedy to Hélder (1901) podat aksjomatyzacj¢ pomiaru masy. Pewne cechy jak dlugo$é czy masa
mierzymy metodami , ktére rozwinely si¢ w ciggu stuleci i wydajg si¢ obecnie catkiem naturalne.
Przy mierzeniu takich cech jak uzyteczno$é czy inteligencja wykorzystuje si¢ metody, ktore moga si¢
wydawac¢ do$¢ arbitralne i mniej naturalne. Kiedy rozwazymy problem pomiaru zdolno$ci tworczych
czy poczucia szczeScia pojawia si¢ oczywiste pytanie:

Czy te wielkosci mozna mierzyc?
Odpowiedzi na tak stawiane pytania moze udzieli¢ aksjomatyczna teoria pomiaru, ktoéra zajmuje si¢
m.in. uzasadnianiem logicznym réznych procedur pomiarowych oraz badaniem sensu wynikéw
uzyskiwanych w wyniku zastosowania tych procedur.
Oczywiste wydaje si¢ jednak to, ze istniejg rézne rodzaje pomiardéw roznigce si¢ miedzy sobg

struktura, "stopniem dokladnosci" czy "ilo$cig uzyskiwanej informacji".

Wyroznia si¢ 4 podstawowe skale pomiarowe

e nominalng |skale

e porzadkowg |jakoSciowe
e interwatowa
e ilorazowa

skale iloSciowe

Z pomiarem na skali nominalnej mamy do czynienia wtedy, gdy kazdy obiekt z rozwazanego zbioru
moze by¢ jednoznacznie sklasyfikowany ze wzgledu na pewna ceche. Zbior obiektow jest wiec
rozbity na sume¢ pewnej ilosci (zwykle skonczonej) rozlacznych podzbiorow- klas. Formalnie
rozbicie zbioru obiektow na klasy jest rownowazne zadaniu w zbiorze obiektow pewnej relacji
réwnowaznosciowej, ktora dzieli zbior obiektow na klasy rownowaznosci. Klasom rownowaznosci
przypisujemy pewne liczby, ktore traktujemy jako etykiety. Dowolny obiekt trafia do jednej z klas
rownowaznosci, ktorej odpowiada liczbowa etykieta. Obiektowi w ten sposob przypisujemy liczbe.
Oczywiscie informacja o obiekcie nie zmieni si¢ jezeli klasom przypiszemy inne etykiety. Pomiar jest
tu wyznaczony z dokladnoscia do bijektywnego przeksztatcenia f: R <—2— R . Liczb nie mozna tu
porownywa¢, ani wykonywac na nich zadnych operacji algebraicznych (w szczegodlnosci usredniac).
Kazda rozsadna procedura analizy takich danych powinna by¢ niezmiennicza ze wzglgdu na bijekcje
/R« R zbioru liczb rzeczywistych na siebie.

Przyklady zmiennych nominalnych: pleé, wyznanie , grupa krwi.

Z pomiarem na skali porzadkowej mamy do czynienia wtedy, gdy w rozwazanym zbiorze
ilorazowym (czyli zbiorze klas réwnowaznosci obiektow) zadana jest pewna relacja liniowego

porzadku (zwrotna, antysymetryczna, przechodnia i spdjna). Rozwazmy dowolng rzeczywista i
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monotoniczng funkcje okreslong na zbiorze klas rownowaznosci. Kazdy obiekt nalezy do jednej z klas
rownowaznosci, ktérej monotoniczna funkcja przypisuje liczbg. Pomiar polega tu wigc na

przypisywaniu obiektom liczb z zachowaniem porzadku i jest wyznaczony z dokladnoscia do
rosnacych bijekeji f: R« R. Kazda procedura analizy danych porzadkowych powinna by¢
niezmiennicza wzgledem rosnacych bijekcji. W statystyce sa to np. procedury rangowe.

Przyklady zmiennej porzadkowej: poparcie dla partii rzadzacej (zdecydowanie nie, raczej nie,

obojetny, raczej tak, zdecydowanie tak)

Z pomiarem na skali interwalowej mamy do czynienia wtedy, gdy w rozwazanym zbiorze obiektow
jest okreslona relacja liniowego porzadku oraz w iloczynie kartezjanskim zbioru obiektow przez siebie
okreslona jest druga relacja liniowego porzadku porzadkujgca "réznice pomigdzy parami obiektow".
Jezeli obiektom przypiszemy liczby z zachowaniem obu porzadkéw, to pomiar jest tu wyznaczony z
doktadnoscig do rosngcego przeksztalcenia afinicznego x — ax+b ; a>0, czyli z doktadnoscia do
wyboru zera i jednostki. Procedury analizy takich danych powinny by¢ niezmiennicze wzgledem
zmiany polozenia i skali (scale and location invariant).

Przyklad Pomiar temperatury na skali °C lub °F. Nie ma wigkszego sensu mowié, ze temperatura
obiektu A4 jest 2 razy wyzsza od temperatury obiektu B. Mozna jedynie moéwic, ze temperatura obiektu

A jest wyzsza od temperatury obiektu B o pewna liczbg¢ jednostek.

Pomiar na skali ilorazowej jest podobny do pomiaru na skali interwatowej przy czym jest on
wyznaczony z doktadnoscig do rosngcego przeksztatcenia liniowego x — ax ; x>0, a>0 to znaczy z
doktadnoscia do wyboru jednostki. Zero jest tu naturalnie ustalone. Procedura analizy takich danych

powinna by¢ niezmiennicza wzgledem zmiany skali (scale invariant)
Przyklad. Pomiar temperatury na skali °K.

Dla danego typu danych pomiarowych mamy do dyspozycji standardowe procedury statystyczne. Dla
danych pomiarowych dostepnych na skali wyzszego typu mozna stosowa¢ procedury analizy danych
nizszego typu. Oczywiscie taka analiza wigze si¢ z czg¢§ciowg utratg informacji. Nalezy wyraznie
podkresli¢, ze stosowanie metod przeznaczonych dla wyzszych skal pomiarowych do danych

dostepnych na nizszych skalach jest nieuprawniona manipulacja.
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Wstepna analiza danych jakosciowych
Metody liczbowe
e tabele licznosci,
e tabele wielodzielcze

1 2
Marichuana | Poglady
1|nigdy postepowe
2[nigdy postepowe
Metody graficzne:

e wykresy stupkowe i kolowe

histogramy skategoryzowane,

interakcje licznosci,

histogramy 3W

wykresy obrazkowe (kota, gwiazdy, promienie, twarze Chernofta, wielokaty, profile itd.)

Wstepna analiza danych ilosciowych

Niech Xx,,...,x, bedzie ciagiem danych iloSciowych. Oznaczmy przez x;, <... < x,,, uporzadkowane

rosngco dane.
Metody graficzne

e histogramy licznos$ci i czgstosci - uwagi o wyborze dlugosci przedziatu i poczatku histogramu
—jedna z mozliwosci: dtugos¢ przedziatu i, = 2,64 - IOR - n’ a poczatek wybieramy tak, aby
najmniejsza obserwacja byta srodkiem pierwszego przedziatu (/QR wyjasnimy ponizej)

Czas pracy wiertet
1
Czas pracy
1 504
2 507
3 522

o  Wykres ramkowy (skrzynka z wasami) . Dtugos$¢ wasa nie powinna przekracza¢ 1,5xIQR. Jesli
obserwacja jest odlegta od brzegu skrzynki wiecej niz 1,5xIQR, to jest traktowana jako obserwacja
odstajaca (outlier). Jesli obserwacja jest odlegta od brzegu skrzynki wiecej niz 3xIQR, to jest
traktowana jako ekstremalnie odstajaca.
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Ceny samochodéw
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4000 0 Mediana = 4250
[ 25%-75%
i = (3275, 5500)
2000 T Zakres nieodstajacych
= (1900, 8550)
o Odstajgce
0 * Ekstremalne

e lamane czgstoscii krzywe estymatora jadrowego
Przyklad. Zalézmy ze zaobserwowano 4 wartosci zmiennej losowej : 0, 1, 2 i 4. Narysowaé wykres
funkcji bedacej $rednig arytmetyczng funkcji gegstosci rozktadu normalnego z wartosciami
oczekiwanymi rownymi podanym obserwacjom i odchyleniu standardowym 1. Na tym samym rysunku
narysowac analogiczne wykresy dla parametru 6=0,4 i 6=2.

0,30

0,25

0,20 /

0,10

o=2

0,05

-2 0 2 4 6 8
X

Narysowalismy wykres jadrowego estymatora funkcji gestosci dla trzech parametrow wygtadzania 0,4 11 2.

e wykresy przebiegu dla danych chronologicznych - trendy, okresowos¢
e wykresy kwantylowe
ziyy - kwantyl rzedu i/n rozkladu N(0,1) (zwykle kwantyl rzedu (i-3/8)/(n+1/4) )
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Xin - kwantyl rzedu i/n badanego rozktadu. Jezeli badany rozktad jest normalny N(m,o?) to
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Wskazniki sumaryczne

polozenia
e warto$¢ srednia w probie (arytmetyczna, geometryczna, harmoniczna)
Xius1)/2) n nieparzyste
e mediana x,,, =1,
(X2 + X2y ) nparzyste
n—k
e $rednia ucinana (trimmed) X, = —— ZXU)
i=k+1
n—k-1
e $rednia winsorowska X, =+| (k +1)x,,, + Zx(i) +(k +1)x,,_;, | -k najmniejszych
i=k+2

wartos$ci Xyy,..., X, Zastgpujemy wartosciami X, ;) natomiast k£ najwigkszych wartosci

X(uops1yse+s X(ny Zastgpujemy wartosciami X,
rozproszenia (rozrzutu)
* rozstgp proby R =X, — X

n
. . rq 2 —\2 - .
e wariancja w probie s° =1 E (x; —=X)” iodchylenie standardowe s =
i=1

e odchylenie przecigtne d, = Z| X, —X|

i=1
o kwantyle ( w szczegdlnosci kwartyle)

e rozstep migdzykwartylowy IQOR = Q, -0,
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ksztaltu

- —\3
o n;(xi_x) X -y 3
e Sko$nos§¢ =— ; (ocena E| ——| )
(n-1)(n—-2)s o

n(n+ DY (x - B)° : 4
e Kurtoza= Ll (n=1) (ocena E(%j -3)

(n—1)(n-2)n-3)s* - (n—-2)(n-3)

Rozwazmy trzy symetryczne standaryzowane (o zerowej wartosci oczekiwanej i
jednostkowej wariancji) rozklady: normalny, Laplace'a (dwustronny wyktadniczy) i

jednostajny o funkcjach gestosci odpowiednio:

2
. ef|ﬁx| :

hx)= ﬁei% ’ f0)= % f3(x) = ﬁl(fﬁ,ﬁ)(x)

Kurtozy dla tych rozkladow s odpowiednio rowne : 0; 3; -2,

0,8

0,7

06
f>(x) :%‘H‘Eq

0,5

A0z 57 -mm ()

i
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0,2

0,1

0,0

Przestrzen statystyczna jako model eksperymentu

Z formalnego punktu widzenia eksperyment statystyczny jest opisywany za pomocg przestrzeni
statystycznej (4, B, P={Py: 0c®}), gdzie

e 2 jest tzw. przestrzenig prob, czyli zbiorem mozliwych wynikéw eksperymentu,

e  Bjest o-cialem podzbioréw przestrzeni prob

o P={Py: B0}, jest rodzing rozkladéw na o-ciele & parametryzowang parametrem & ze zbioru

parametrow ©.

Uwaga. Powyzszy zapis nie ogranicza rodziny rozktadow, gdyz kazda rodzina rozkltadéw moze by¢
sparametryzowana w trywialny sposob - parametrem moze by¢ sam rozktad (lub jego dystrybuanta).
Jezeli zbidr parametrow O jest podzbiorem skonczenie wymiarowej przestrzeni euklidesowej R", to

rodzing #={P, :0c®} nazywamy rodzing parametryczna a rozwazane problemy statystyczne

7
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dotyczace tej rodziny  nazywa¢ bedziemy problemami parametrycznymi np. estymacja
parametryczna, testowanie hipotez parametrycznych. Jezeli ® nie jest podzbiorem zadnej skonczenie
wymiarowej przestrzeni euklidesowej, to rodzing »={P, :0€®} nazywamy rodzing

nieparametryczng a rozwazane problemy statystyczne dotyczace tej rodziny nazywac bedziemy

problemami nieparametrycznymi.

Przyktady przestrzeni statystycznych

Niech (Xj,...,X,) bedzie ciggiem niezaleznych obserwacji zmiennej losowej X o rozkladzie P (czyli
Xi,...,X, iid - independent identically distributed). Fakt ten wypowiadamy w statystyce matematycznej
nastepujaco: (Xi,...,X,) jest préba prosta z populacji o rozkladzie P. Wobec tego

(X150000%0) = (Xi(@),...,.X,(@)) dla pewnego @

i (x1,...,%,) traktujemy jako zaobserwowang warto$¢ ( realizacj¢) proby prostej (Xi,...,X;).

Przyklad 1.Niech X=(X,,....X,) bgdzie proba prosta z populacji o rozktadzie N(m,1). Przestrzenia

statystyczng jest wowczas

—%i(x,—mf
R", BR"),{f(x1,..0)=— e ,m€R }),

(271_)11/2

ktora jest przestrzenig produktows i jest oznaczana rowniez przez

R, BR),{ for)=—Lr e ™ meR})'.

@n)''?
Jednoparametrowa rodzina rozktadéw jest wyznaczona w tym przypadku przez rodzing funkcji
gestosci (wzgledem miary Lebesgue'a). Przestrzenie produktowe otrzymujemy wowczas gdy mamy

obserwacje typu iid. Zbior parametrow O jest w tym przypadku rowny R .

Przyklad 2. Jezeli w przykladzie 1 zastapimy rozktad N(m,1) rozktadem N(m,o” ), to otrzymamy

nastgpujaca produktowg przestrzen statystyczng

(x-m)?

RAR)fx)=—e ", (mo) eRxR.})',

Parametrem @ jest para (m,0) a zbiorem parametréw © jest w tym przypadku RxR ..

Oczywiscie w obu powyzszych przyktadach rodziny rozktadéw sg rodzinami parametrycznymi.

Przyklad 3. Jezeli w przykladzie 1 zastapimy rozktad N(m,1) rozkladem Pr o dystrybuancie F ze
zbioru Fwszystkich dystrybuant na prostej, to otrzymamy przestrzen statystyczng

(R, BR),{Pr,Fe5})". W tym przypadku 6=F a ©=%. Zbior .7 nie jest podzbiorem zadnej skonczenie
wymiarowej przestrzeni euklidesowej. Mamy wigc do czynienia z nieparametryczng rodzing
rozktadow.

Przyklad 4. Wykonujemy ciag niezaleznych doswiadczen, z ktorych kazde konczy si¢ sukcesem z

nieznanym prawdopodobienstwem & lub porazka z prawdopodobienstwem 1-6. Doswiadczenia te
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wykonujemy dopoty, dopoki nie uzyskamy m sukceséw. Sformutowa¢ model statystyczny tego

eksperymentu.

Aby eksperyment zakonczyt si¢ w k-tej probie k> m musimy uzyskaé w probie k sukces, a w
poprzednich k-1 prébach doktadnie m-1 sukceséw. Oznaczajac jak zwykle 1 - sukces, 0 - porazka
przestrzen prob mozna zapisac nastepujaco:
k
A={ (x1,....x%): k=>m, x;=1 Iub x; =0, x; =1, in =m}.
i=1
Poniewaz z prawdopodobienstwem 1 taki eksperyment zakonczy si¢ w skonczonej liczbie prob
pomijamy nieskonczone ciggi zawierajagce mniej niz m jedynek. Jest ich przeliczalna ilo$¢. Przestrzen
prob sklada si¢ wiec z ciggéw skonczonych o dhugosci co najmniej m, konczacych si¢ jedynka i
zawierajacych doktadnie m jedynek.
Rodzina & jest w tym przypadku rodzing wszystkich podzbioréw zbioru &, ktéra oznacza¢ bedziemy
2", Rodzina rozkladoéw jest nastepujgca:
k
P={po (x1,..x)= [ [ 07 (1-0)"" =0"(1-0)"" Oe (0,1), kzm }.
i=1
Tak skonstruowana przestrzen nie jest przestrzenig produktowa, ale rodzina rozktadow jest znow
rodzing parametryczng.

Mozliwa jest tez konstrukcja innej przestrzeni
Ai={mmt1,..}, 4=2", P={py(ty=("1)0"(1-0)™ , 0e(0,1)} , =mm+1... .

Powstaje pytanie: Czy przeniesienie rozwazan z przestrzeni (U ,%, %) do znacznie ubozszej

rzestrzeni (&, %, &) pociaga za soba utrate informacji.
p pociag a ¢ )

Odpowiedz w tym przypadku jest negatywna. Jej uzasadnienie prowadzi do pojecia statystyk

dostatecznych.

Zadania

1. Wykonujemy n doswiadczen losowych z ktorych kazde konczy si¢ sukcesem z prawdopodobien-
stwem 6. Wiadomo, ze 0<[6,, 6], gdzie 6, 6,€[0,1] sa ustalone. Sformutowa¢ model statysty-
czny tego eksperymentu.

2. Pewne urzadzenie techniczne pracuje dopoty, dopoki nie uszkodzi si¢ ktorys z k elementow typu A
lub ktorys z [ elementow typu B. Czas zycia elementow typu 4 jest zmienng losowa o rozktadzie
wykladniczym z gestoscia f, (x) = a ' exp(-x/a), a czas zycia elementow typu B jest zmienng
losowa o rozktadzie wykladniczym z gestoscig f4(x) =8 “exp(—x/ ) . Obserwuje si¢ czas Zycia
T catego urzadzenia. Sformutowaé model statystyczny tej obserwacji.

k

3. Przeprowadza si¢ n = Z n; eksperymentéw w taki sposob, ze n; eksperymentow wykonuje si¢ na
i=1

poziomie x; , i=1,....k. Prawdopodobienstwo sukcesu w eksperymencie przeprowadzonym na
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poziomie x jest rowne p(x)= aeR, >0, gdzie(o, f) jest nieznanym parametrem.

1+ @ F0”°
Sformutowac¢ model statystyczny tego eksperymentu.

4. Pewna optymalna wlasno$¢ mediany. Mediang zmiennej losowej o rozkladzie P nazywamy
liczbe m, taka, ze P(X<m,)>+ i P(X2m,) >+ . Niech X bedzie catkowalng zmienng losowg (tzn.
E|X]<w). Pokaza¢, ze funkcja ¢(c)= E|X-c| osigga najmniejszg wartos¢, gdy c=m, .

Wskazowka Rozwazy¢ 2 przypadki 1) c<m, 2) c>m, 1w kazdym z nich pokazac¢ ze

o(c)- p(m.)= E|X-c|- E\X-m.|=y(c) przy czym y(c)>0 dla kazdego c i y( m.)=0.
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