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Pojecie statystyki
Pojecie statystyki w statystyce matematycznej jest odpowiednikiem pojgcia zmiennej losowej w

rachunku prawdopodobienstwa. Niech X=(X,...,X,) bedzie proba z pewnej populacji.

Definicja. Wektorows funkcje mierzalng T: U —>T(X)=(T\(X)....,Tx(X))eR" proby X nazywamy k
wymiarows statystyka.

Nalezy koniecznie podkresli¢, ze statystyka nie moze zaleze¢ od parametru 6 indeksujgcego
rodzing rozktadow.

Niech X=(X1,....X,) bedzie proba prosta z populacji o rozktadzie N(m, %) Niech
X=1%x, $=L>(X, -X).
i=1 i=1

Wowcezas X=(X,....X,), X , S sa statystykami. Natomiast X ; 7 —M e sa statystykami.
o

Dystrybuanta empiryczna i jej podstawowe wilasnosci
Rozwazmy przestrzen statystyczng (R, %, {Pr,F€J)". Stawiamy pytanie:

Czy majac do dyspozycji ciag niezaleznych obserwacji xi,...,x, zmiennej losowej o rozkladzie z

nieznang dystrybuanta F mozna choéby w przyblizeniu odtworzy¢ ta dystrybuante ?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie definiujemy na R funkcje ﬁn (t) zwang dystrybuanta empiryczng

ﬁv (t) __liczba obserwacji nie wigkszych niz ¢ _ #{I<j<n: x;<t}
n liczba wszystkich obserwacji n

Poniewaz obserwacja (xi,...,x,) jest realizacja wektora losowego (Xi(w),...,X,(w)), to dla kazdego

ustalonego ¢ warto$¢  dystrybuanty empirycznej ﬁn (t) traktujemy jako zaobserwowang warto$¢

zmienne] losowej 13'” (t,w) zwanej rowniez dystrybuantg empiryczng okre$lonej wzorem

A #l<j<n: X (@)1} _ | <
E(t,0)= TR SIS L (X (@)
i=1
. 1, dla X e (_007 t]
gdzie Ty (0) = '
0’ dla X & (_007 t]

Z powyzszego wzoru wida¢, ze dla ustalonego ¢ dystrybuanta empiryczna jest sumg niezaleznych

zmiennych losowych 1, ,(X;(@)) o rozkladzie dwupunktowym. Ogoélnie, dystrybuanta empiryczna

(=00,
jest procesem stochastycznym na R. Z powyzszych uwag wynika.

Twierdzenie. Dla kazdego ustalonego ¢ dystrybuanta empiryczna ma nastgpujace wiasnosci:

1. E.(F,(t,)) =F(0)
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2. Pr{o:limF (t,0) = F(t) }=1
n—0

b, (1,0)-F (1)

3. Rozktad zmiennej losowej +/» === dazy do rozktadu N(0,1) , gdy n—.
VE@O(A-F (1)

Dowo6d: Wilasnos¢ 1 wynika z liniowos$ci operatora wartosci oczekiwane;j. Istotnie

B, (F,(4,0) “EA L3 A g (X, (@) 12 Y B[ (X (@)=

L3 Pe(X @) <)=L Y F () =F)

Wiasnos$¢ 2 wynika bezposrednio z mocnego prawa wielkich liczb Kotmogorowa a wtasnos¢ 3

z centralnego twierdzenia granicznego CTG dla ciagu prob Bernoulliego.

Wihasnosci 1, 2 i 3 majg charakter lokalny. Warto zaznaczy¢, ze zbior {w: lim ﬁn (t,w)#F(t)} o

zerowym Pr prawdopodobienstwie jest zalezny od z. Istotnym wzmocnieniem wlasnos$ci 2 jest
nastgpujace twierdzenie Gliwienki-Cantellego zwane takze podstawowym twierdzeniem statystyki

matematycznej.

Twierdzenie Gliwienki-Cantellego. Jezeli Xj,..., X, jest ciaggiem niezaleznych zmiennych losowych o

tym samym rozktadzie z dystrybuanta F, to

Pr{w:lim D (0)=0}=1, gdzie D (w)= sup |F (t,0)—F(1)].

—00<f <o
Twierdzenie to orzeka, ze dystrybuanta empiryczna zbiega z prawdopodobienstwem 1 jednostajnie na
R do dystrybuanty teoretycznej. Zatem, jezeli rozmiar proby jest dostatecznie duzy, to dystrybuanta

empiryczna dowolnie dobrze przybliza nieznang dystrybuante F.

Bardzo waznym i uzytecznym jest nastepujace:

Twierdzenie Kolmogorowa. Jezeli Xj,..., X, jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozktadzie z ciagla dystrybuanta F € J, to

lim P, (VnD, <x)=K(x)= Y (1) e dla x>0,

n—o0 P
Dystrybuanta K(x) jest stablicowana. Rozklad zmiennej losowej D, przy zalozeniu F' € 4 nie zalezy
od dystrybuanty F. Wynika to z faktu, ze jesli X jest zmienng losowa o dystrybuancie F, to F(X) jest

zmienng losowa o rozkladzie jednostajnym U ).
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Podstawowe problemy statystyki matematycznej

Niech (4 B, #={Py: 6c0®}), bedzie przestrzenig statystyczng indukowang przez zmienng losowg X
(zwykle wektorowa) o wartosciach w przestrzeni <. Podstawowe problemy statystyki matematycznej

to:

Problem estymacji punktowej. Na podstawie obserwacji zmiennej losowej X oszacowaé
g(0e Y, gdzie g: ®—> Y jest znang funkcjg parametru 6 o warto§ciach w pewnej przestrzeni
metrycznej (zwykle euklidesowej). Poniewaz parametr 6 jest nieznany warto$¢ g(6) jest nieznana.
Rozwigzaniem tego problemu bedzie pewna funkcja (statystyka, element losowy) g:9C — Y zwana
estymatorem. Estymator moze by¢ uznany za dobry estymator, jezeli funkcja ¢ przyjmuje wartosci
bliskie wartosciom g(6) V 6e®. Wprowadzenie do sformutowania problemu funkcji g poszerza klase
jednolicie rozwazanych zagadnien, gdyz oprocz szacowania samego parametru 6 (g jest wtedy
identycznoscia) i roznych jego funkcji ( np. @7 ) obejmuje szacowanie wartoéci pewnych

funkcjonatow w przypadkach nieparametrycznych — (R, %, {Pr,Fe%" np. g(O=g(F)= jxdF =EX.

(X892 &

Ns(x)
™ 40

o>,

Problem estymacji przedzialowej. Dla przedstawionego powyzej problemu estymacji
mozemy konstruowa¢ inne rozwigzanie w postaci zbioru g(X) — ¥ np. przedziatu (g:(X), (X)) < Y
w przypadku szacowania parametru liczbowego g(6) tak, aby VO €@ Py(g:1(X)<g(0)<g:(X))=1-a
Przedziat (g,(X), £2(X)) jest oczywiscie przedziatem losowym. Liczbe 1-a (zwykle bliska jednosci)
nazywamy poziomem ufnosci. Zagadnienie estymacji przedzialowej mozna uogdlni¢ zast¢pujac
przedziat innym zbiorem ufnoSci (np. kula jesli ¥ jest przestrzenig metryczng). Zazwyczaj przyjmuje
si¢ pewne zatozenia regularno$ci (np. spdjnos$¢ zbioru ufnosci) i zatozenia dotyczace ksztattu zbioru

ufnosci.

Problem testowania hipotez. Niech ®=0,0U0, i ®"®=J. Na podstawie obserwacji
zmiennej losowej X zweryfikowac¢ hipoteze Hy: 8 e®, wobec alternatywy H;: € €0,.

Rozwigzaniem problemu bedzie pewna funkcja ¢: 9—[0,1] zwana zrandomizowanym testem
statystycznym. Dysponujac testem statystycznym ¢ 1 obserwacja x zmiennej losowej X odrzucamy

hipoteze Hy z prawdopodobienstwem ¢(x). Aby podja¢ konkretna decyzje nalezy wiec uzy¢é pewnego
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mechanizmu losowego, ktory produkuje dwa wyniki z prawdopodobienstwami ¢(x) i 1-¢(x) i na tej
podstawie podjac¢ (wylosowac) decyzje. Jezeli zbior wartosci funkcji @ jest zbiorem dwuelementowym
{0,1}, to test @ nazywamy niezrandomizowanym. Test taki dzieli przestrzen prob na dwa rozigczne
zbiory :

o ({1})={xed: ¢ (x)=1} zwany zbiorem odrzucenia hipotezy H,

@ '({0})={xe9%: @ (x)=0} zwany zbiorem akceptacji H,.
Konstrukcja testu niezrandomizownego jest wigc rOwnowazna rozbiciu przestrzeni prob na dwa

roztagczne podzbiory.

Problem klasyfikacji (zwany réwniez problemem dyskryminacji.) jest uogdlnieniem problemu

testowania hipotez. Uogdlnienie to polega na rozbiciu zbioru parametrow @ ( lub réwnowaznie

rodziny &£ rozkladow prawdopodobienstwa na przestrzeni prob ) na k >2 rozlacznych podzbiorow tzn.
@:ij@i , 7 = ONE, = J. Dla dowolnej obserwacji x zmiennej losowej X nalezy zadecydowaé z

ktorej z k roztagcznych populacji ona pochodzi. Rozwigzaniem tego problemu bedzie pewna funkcja

wektorowa @ 1 X—>@(x)=( @i(x),..., @«(x)) zwana zrandomizowang funkcjg dyskryminacyjng, gdzie
@{x) jest prawdopodobienstwem zakwalifikowania obserwacji x do i-tej populacji i
k

Z(Di (x)=1 (Vx). Zagadnienie testowania hipotez jest szczegdlnym przypadkiem zagadnienia
i=1

klasyfikacji dla &=2. Warunek ¢(x)+@(x)=1 umozliwia uzywanie tylko jednej sktadowej funkcji

wektorowej (¢, ).

Kazdy z przedstawionych probleméw ma swoj specyficzny aspekt, ale mozna tez wyrdzni¢ pewne
wspolne cechy pozwalajace traktowac jednolicie te problemy jako tzw. statystyczmy problemem
decyzyjny, czyli gre dwoch osob: statystyka i natury. To podejscie bedzie precyzyjnie omoéwione w

kursie statystyki matematycznej
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Uzupelnienia

Wybrane rozktady prawdopodobienstwa uzyteczne w statystyce

e Rozklad )(f chi-kwadrat o n stopniach swobody - to rozklad sumy kwadratow n niezaleznych

zmiennych losowych o standaryzowanym rozkladzie normalnym N(0,1) tzn.

Xi,....X, 1i.d. N(0,1) = Y=f:)(i2 ma rozktad )(3 o funkcji gestosci f;(y) = 2711 Y y%flef% ,
i=l L@

1>0. Wida¢, ze rozktad )(3 jest szczegdlnym przypadkiem rozktadu gamma.

Uzasadnienie. Niech zmienna losowa X ma rozktad normalny N(0,1). Wyznaczymy rozktad

zmiennej losowej Y=X".
Dla y>0; Fy(y)=P(Y <y)=P(X> <y)=P(—y <X <[») =Fy 0y &/¥) ~Fyion (—/»)

50 = () =00 W) 3 ~Faon (A9 5) =
W sezyli Y ~ G(3 .3

1 2

St@d _y 1 -2
:fzv(o,l)(\/;)ﬁ:ﬁﬁe ’ =?yz e’

Z twierdzenia o dodawaniu dla rozktadu Gamma wynika, ze )(3 =G(4,%).
e Rozklad #-Studenta o n stopniach swobody — niech X bgdzie zmienng losowa o rozkltadzie
N(0,1) a Y zmienng losowa o rozkladzie )(3 . Jezeli zmienne X i Y sg niezalezne, to zmienna

X
losowa T = ma rozktad ¢ Studenta o n stopniach swobody 1 funkcji gestosci

ﬁ

rey) 2y
Sr() =5 1+ 5

Uzasadnienie. Rozwazmy niezalezne zmienne X ~ N(0,1) i ¥ ~ .. Znajdziemy rozktad zmiennej

losowej T =

-
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FT(t):P(T<t):P(ﬁ<t):P(X<t\/%7Y): ”E 2/r(/) » e dvdy =

x<t ‘

Y Q{ =vi o) | e =|- &
V:\/?y y=u a(u,v) 1 0 "
= e e o = f [f2 r(ly)r(/)f O ey =
j‘ F( ) J'((1+ )) e )ud] _J' F( ) _
D R RO N O D R SR N CO N 2T TOHT(4)(as) T
_ f () "
LT () (+2)F
(1)

Stad otrzymujemy funkcje gestosci f,.(¢) = Tnm
T(5)0:2)%

ntl 1
(EE=)
u

—%(H%)u _ . I n+
T m) e du =1 - catka z funkcji gestosci rozktadu Q( (1+< ) 1)

Uwaga : I (

e Rozklad F,,, Snedecora-Fishera- niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o

y

2 2, . .
rozktadach y, y, woOwczas zmienna losowa Z=+ 7 ma rozklad F,, Snedecora-Fishera z

m

funkejg gestosei f, (2) = ik (1)} -2l 220

rerE) (z+m/n

Niecentralne rozktady chi-kwadrat 4., Studenta :,,i Snedecora

ny,n,,0

Niecentralny rozklad chi-kwadrat

Niech Xi,....X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach N(m;,1) i=1,...,n. Wowczas

n
zmienna losowa U = Z X} ma rozktad niecentralny chi-kwadrat o n stopniach swobody i parametrze
i=1

n
. , . / 2
niecentralno$ci & = Zmiz oznaczany y, s -
i1

Niecentralny rozklad 7- Studenta

Niech X~N(d,1), Y~ ;(5 , X17Y niezalezne . Wowczas T =£ ~ts

@

Niecentralny rozklad F Snedecora Fishera
X

Niech X~ ;(jl s I~ ;(jz , X1Y niezalezne . Wowczas F =— ~

ny,ny,0
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Uzupelnienie. (tw. Fishera) Niech X,,...,X, bedzie proba prosta z rozktadu N(m,c?) .

X, m Y
Przeksztalémy ortogonalnie wektor| © |~N||  |,0°I | na wektor | i | wedlug wzoru
X, m Y,
vl [+ - +[x
S : , gdzie pozostale wiersze macierzy przeksztalcenia sg aby
Y, e,

macierz byla ortonormalna (mozna to zrobi¢ traktujac pierwszy wiersz jako wektor w R", uzupeié ten
wektor n-1 wektorami tak, aby uzyska¢ baze w R" i zastosowaé procedure ortogonalizacji Grama —Schmidta).

v ([am
Przeksztatcony ortogonalnie wektor ma rozklad | : | ~ V]| ©|,01 |, wigc jego sktadowe sa

Y, 0

n

niezalezne. Zauwazmy, ze Y, = /n.X , natomiast

S -X) =3 XX =Y - =Y
i=1 i=1 i=1 =2

Stad przy powyzszych zatozeniach otrzymujemy (Fisher)

e statystyki \/;)_( i z (X, - X )2 sg niezalezne wigc takze

i=1

e statystykiX =1 X, i §7=-L (X, - X)? sa niezalezne.
ysty: P i i 4

n—1
i=1 i=1
Vn(X=m) _¥,~/nm
O O

1 3 = 1 ¢
_22()(1‘ -X) = —22)’12 ma rozktad g, , .
O im O =

_ V(X —m)
S 1 n _
- \/nll z (Xi - X)z
o i=1
swobody, natomiast funkcja
(n-1)8*
2

e zmienna losowa ma rozktad N(0,1) natomiast

e 0O(X,,.... X, ,m)

ma rozklad ¢-Studenta z n-1 stopniami

. Q(Xl,...,X,,,O'z)=— ma rozktad ;(571 .
o
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Uzupelnienie. Wielowymiarowy rozktad normalny

Wielowymiarowy rozklad normalny moze by¢ zdefiniowany poprzez funkcje gestosci
wzgledem odpowiedniej wielowymiarowej miary Lebesgue’a , lecz sposob ten prowadzi czesto do
ucigzliwych rachunkéw. Wygodniej jest wprowadzi¢ n wymiarowy rozklad normalny w oparciu o
twierdzenie Cramera-Wolda gloszace, ze rozktad n wymiarowej zmiennej losowej X jest catkowicie
okreslony poprzez podanie jednowymiarowych rozktadow funkcji liniowych "X dla wszystkich I €
R" (symbol ' oznacza transpozycje wektora traktowanego jako macierz kolumnowa). To podejicie
moze by¢ takze uzyte do zdefiniowania rozkladu normalnego w nieskonczenie wymiarowych
przestrzeniach funkcyjnych Banacha czy Hilberta: wystarczy postulowaé aby dowolny funkcjonat

liniowy miat jednowymiarowy rozktad normalny (Frechet 1951).
X,

Niech X=| : | bedzie n wymiarowa zmienna losowa, m=E(X) wektorem wartosci oczekiwanych a V
X

n

=M(X) macierza kowariancyjna.

Def. Zmienna losowa X ma n wymiarowy rozktad normalny N,(m,V) wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego wektora I € R" jednowymiarowa zmienna losowa /' X ma rozktad normalny N(I'm, I' VI).
Z powyzszej definicji fatwo wynikaja nastgpujace wlasnosci:

e jezeli A jest macierzg typu (¢,n) a n wymiarowa zmienna losowa X ma rozklad N,(m,V) , to ¢

wymiarowa zmienna losowa ¥=AX ma rozktad normalny N, (Am, AVA")

e rozwazmy p+ miarowa zmienng losowa X=| ' | przy czym p pierwszych sktadowych
y prvq Wy

2
tworzy p wymiarowa zmienng X, a pozostale ¢ wymiarowg zmienng losowg X,. Dokonujac

odpowiedniego podzialu na bloki mozemy przedstawi¢c wektor wartosci oczekiwanych m i

. . . . . | my . V11 V12 P ¢ 1
macierz kowariancyjng ¥ w postaci blokowej m= V= . Jezeli ~
ht, Va Vo X,

m V, V.
N””H IH LT D’to X, ~N,(m1, V1) | X ~N, (5, Vay)
my, ||V, Vy

Xi| Xz ~Np(ml +V, V5 (X, —my), W, _V12V2721V21)
X0l X, ~Nq(mz +V, Vi (X —m)V,, _VleﬁlVlz)

e jezeli macierz kowariancyjna V' n wymiarowej zmiennej losowej X o rozkladzie N,(m,V) jest

nieosobliwa, to istnieje gestos¢ tego rozkladu wzgledem n wymiarowej miary Lebesgue’a i

. . L x-m)" V7 (x-m
wyraza si¢ wzorem f, (x)= W 2(emmy Y Gemm)
T



