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Estymacja punktowa
Podstawowe pojecia estymacji punktowej

Niech (X ,8, $={Ps0<0}), bedzie przestrzenig statystyczng. Na podstawie obserwacji Xe
oszacowac g(fd)e Y, gdzie g:0 — ¥ jest znang funkcjg. Warto$¢ g(6) jest nieznana, gdyz nie znamy 6.
Rozwigzaniem tego problemu bgdzie pewna funkcja g:X— % zwana estymatorem. Estymator moze
by¢ uznany za dobry estymator, jezeli funkcja ¢ przyjmuje wartosci bliskie wartosciom g(6) V 8<®.
Oczywiscie nie kazdy estymator jest dobrym estymatorem. Wprowadza si¢ wigc pewne pojecia

umozliwiajgce porownywanie estymatorow i w konsekwencji wybdr najlepszego z nich.

Zatdzmy, ze dana jest pewna funkcja L: ¥ x %> R zwana funkcja strat, ktorej wartos¢ L(g(6),g(X))=
okresla strate jakg ponosi statystyk przyjmujac g(X) za oszacowanie nieznanej wielkosci g(6). Wobec
tego L(g(0),8(X)) jest, dla dowolnego ustalonego 6, zmienng losowa okreslong na przestrzeni prob &

Okreslamy wiec (o ile to mozliwe) srednig (oczekiwang) strate bedaca funkcjg deterministyczna.

Def. Funkcje R;(6.8)=E ¢ L(g(0),8(X)) parametru € dla dowolnego ustalonego estymatora ¢ nazywamy
funkcja ryzyka estymatora ¢ indukowang przez funkcje strat L.

Estymatory bgdziemy porownywac ze soba porownujac ich funkcje ryzyka przy czym estymator jest
tym lepszy im jego funkcja ryzyka przyjmuje mniejsze wartosci.

Def. Estymator g, jest nie gorszy od estymatora g, w sensie ryzyka R, indukowanego przez funkcje
straty L jezeli R, (6,81 <R, (6,$,) VO €0O.

Def. Estymator g, jest lepszy niz g, w sensie ryzyka R, indukowanego przez funkcj¢ straty L jezeli g,
jest nie gorszy od estymatora g,1360€0® : R, (6,8) <R, (6,5>) .

Niech 2 oznacza wyspecyfikowany zbior estymatorow. Zakladajac, ze kazdemu estymatorowi z klasy 2
odpowiada funkcja ryzyka , mozemy okresli¢ w zbiorze Prelacje quasi porzadkujaca (zwrotng i przechodnia)
81< & =g jest nie gorszy od g,
Relacja taka w naturalny sposob generuje relacje rownowaznosciowa w 9
§1=&= (8 1 <81
Ponadto w zbiorze ilorazowym (klas rownowaznosci) okre§lona jest w naturalny sposéb relacja porzadku
czgsciowego

[Gil<[&]e <&
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Nie wszystkie estymatory (wlasciwie ich klasy rownowaznosci) sa porownywalne w powyzszym sensie. Jesli
funkcje ryzyka danych estymatoréw przecinaja si¢ (dla pewnych € nizsze wartos$ci przyjmuje jedna z nich a dla

innych € druga), to estymatory sa nieporéwnywalne w powyzszym sensie.

Def. Estymator ¢; nazywamy niedopuszczalnym w 9 w sensie ryzyka R; indukowanego przez funkcje

strat L jezeli istnieje w zbiorze 9 estymator g, lepszy od g;.

Ze zbioru 9 rozwazanych estymatorow mozna usungé estymatory niedopuszczalne i ograniczy¢
rozwazania jedynie do zbioru estymatoréw dopuszczalnych 9q.,. Niestety, zwykle nie udaje si¢ dla
rozwazanego problemu scharakteryzowa¢ klasy estymatorow dopuszczalnych. Czasami udaje si¢
udowodni¢ dopuszczalno$¢ konkretnego estymatora uzyskanego z rozwazan optymalizacyjnych lub
heurystycznych.

Niech ®=[a,b]. Rozwazmy trojelementowy zbior estymatorow 2={ g, g, .3} pewnej wielkosci g(6) o
funkcjach ryzyka przedstawionych na rysunku.

R.(6) A

Wida¢, ze estymator g jest niedopuszczalny, gdyz lepszym estymatorem jest g.

Porownujac estymatory poprzez poréwnywanie ich funkcji ryzyka mozemy odrzuci¢ pewne
estymatory (niedopuszczalne). Pozostale estymatory (dopuszczalne) sg nieporownywalne w
powyzszym sensie, gdyz ich funkcje ryzyka wzajemnie si¢ przecinaja. Ponadto, praktyk wolalby
otrzymac jaki$ jeden estymator (najlepiej optymalny) zamiast zbioru dopuszczalnych estymatoréw z
ktorego i tak w koncu musi wybra¢ pewien konkretny estymator. Pokona¢ te trudno$ci mozna na rézne

sposoby. Wymieni¢ tu nalezy :

e podejScie polegajace na utrzymaniu kryterium poréwnywania estymatorOw poprzez
poréwnywanie ich funkcji ryzyka i ograniczaniu klasy rozwazanych estymatoréw np.
estymatorow nieobcigzonych. Ograniczanie klasy estymatoréw jest konieczne, gdyz w klasie
wszystkich estymatoréw posiadajacych funkcje ryzyka przy zatozonej funkcji straty nie istnieje
estymator o jednostajnie minimalnym ryzyku. Rzeczywiscie, jesli jako zbior 9 estymatorow
rozwazymy zbior wszystkich estymatoréw dla ktorych potrafimy wyznaczy¢ funkcje ryzyka, to
taki optymalny estymator nie istnieje, gdyz wybierajac estymator staly go(X)= g(6) dla pewnego
6e® uzyskujemy R, (6,8,)=0 w punkcie €, . Tak wigc dla estymatora ¢ o jednostajnie
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najmniejszym ryzyku musi by¢ R, (6,,8) =0. Z dowolnosci 6 wynika, ze optymalny estymator
musialby mie¢ ryzyko stale rowne 0, co jest oczywiscie niemozliwe, gdyz wymaga znajomosci 6.
Poniewaz rozwazana klasa wszystkich estymatorow zawiera tak "bezsensowne" estymatory jak
estymatory state, nie wykorzystujace obserwacji Xe< , wobec tego catkiem naturalne jest

ograniczenie klasy rozwazanych estymatoréw. Interesujaca klas¢ stanowig tzw. estymatory

nieobcigzone.

Def. Estymator ¢ wielkosci g(6) nazywamy nieobcigzonym jezeli spetnia warunek
Epg (X)=g(6) V0eO.
Wielkos¢ by(8)= b (6, $)=Esg (X)-g(6) nazywamy obcigzeniem (bias) estymatora g.

Nieobcigzono$¢ estymatora, ktora wyraza jego bezstronnos$¢ (neutralno$¢) wyrazajaca si¢ w braku
sktonnosci do przeszacowywania badz niedoszacowywania estymowanej wielkoSci przez
estymator, jest pozytywng cechg estymatora, ktorej nie nalezy jednak demonizowac.
Nieobcigzono$¢ jest szczegdlnie cenng wilasnoscig dopiero w przypadku gdy estymator ma

niewielka wariancje.

Rozwazmy pewien szczeg6lny przypadek problemu estymacji punktowej. Niech g: ® 360 >R
bedzie dang funkcja rzeczywista, ktorej wartos¢ g(6)eR nalezy oszacowac na podstawie
obserwacji X=(Xj,...,X,). Przyjmijmy kwadratowg funkcje strat
L(u,vy=(v-u)* .
Wobec tego L(g(8),8(X))=( g(X)- g(0))* jest kwadratem bledu oszacowania g() poprzez $(X) i
jest wielkos$cig losowa. Funkcja ryzyka estymatora ¢ jest rowna
R, (6.8)=E,(8(X) - g(O))

jest nazywana bledem Sredniokwadratowym BSK (ang.MSE mean square error) estymatora g.

Latwo zauwazy¢, ze dla kwadratowej funkcji straty
R,(0.8)= Ey(&(X)~g(O) =E,(§(X) = £, (&) + £y (&) - gO) =V (&) +b;(2)

Ryzyko estymatora jest suma jego wariancji i kwadratu obcigzenia. Ta dekompozycja pokazuje,
ze czasami warto poszerzy¢ klasg estymatoréw nieobcigzonych o estymatory obcigzone, gdyz
niewielkie obcigzenie moze zosta¢ zrekompensowane obnizka wariancji tak, ze BSK estymatora

obcigzonego moze by¢ nizszy od BSK najlepszego estymatora nieobcigzonego.

Uwaga. Estymator nieobciazony o minimalnej wariancji moze by¢ niedopuszczalny
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Niech X=(X,,...,X,) bedzie proba prosta z rozkladu N(m,c?). Mozna pokaza¢, ze nieobcigzonym

estymatorem o jest estymator S* = L Z (X, - X)? (Uwaga: S ? jest funkcja statystyki dostatecznej
i=1

zupeinej ()_( ,S? ), wiec jest to estymator nieobcigzony o jednostajnie (wzgledem ¢°) minimalne;

wariancji ENJMW[¢?] ).

(XX
Wiadomo z tw. Fishera, ze zmienna losowa Y = —— ma rozklad 7>, .Stad

E(m,o‘)(Y) = I’l—l > I/(m,o-)(}/) = 2(n_1) H E(m,o-)(Y2) = V(Y)+E2(Y) = n2 _1'
Rozwazmy klase estymatorow H={&’ ZCZ(X . —X)?, ¢>0}. Oczywiscie S’e % (w tym
i=1

przypadku ¢ =—- Wyznaczmy funkcj¢ ryzyka estymatora &2 przy kwadratowej funkcji straty.

n — 2
R(*,6)= 20 S CCREY PR - Sy R R
(0%,6)=E | D (X, —X) -0’ | =0 | 1| =0 E, ,(cY -1) =

i=1

= 04 {CZE(m,O') (Y2 ) - 2CEv(m,o-) (Y) + 1} = 0_4 {CZE(m,O') (Yz) - 2CE'(m,o-)(}/) + 1} =
o*{c*(n* —=1)=2c(n—1)+1}. Minimalizujac R(c) otrzymujemy c,. = - . Ryzyko (przy
kwadratowej  funkcji  strat)  obcigzonego  estymatora 63m =L z (X i—)? )2 rowne
i=1

4

o= R(c°,8%) jest jednostajnie mniejsze od ryzyka estymatora S° , ktory

n+ n—

R(GZ,&Cme) — 20—‘1‘ < 2c

jest w tej sytuacji niedopuszczalny w klasie & przy kwadratowej funkcji strat.

Estymatory nieobcigzone o jednostajnie minimalnej wariancji, nazywane takze estymatorami
najefektywniejszymi (przy kwadratowej funkcji strat), potrafimy efektywnie konstruowac tylko
w pewnych szczegolnych przypadkach. Jezeli nie potrafimy ustali¢, czy istnieje estymator
nieobcigzony o jednostajnie minimalnej wariancji, to otwiera si¢ inna mozliwos¢. Okazuje sig, ze
przy pewnych technicznych zalozeniach dotyczacych regularnosci estymatora mozna podaé
oszacowanie od dotu (dokfadnie kres dolny) wariancji estymatoréw nieobcigzonych. Mozemy
wobec tego porownywaé wariancj¢ rozwazanego estymatora nieobcigzonego, uzyskanego na innej
drodze, z wartoscig kresu dolnego wariancji , czyli szacowac jego efektywnos¢. Moze okazac sig,
ze badany estymator ma wariancj¢ niewiele wicksza od kresu dolnego wariancji wszystkich
(regularnych) estymatoréw nieobcigzonych i wobec tego jest zadowalajacy z praktycznego punktu

widzenia.

Twierdzenie (Cramer-Rao).Niech #={Py: 6 ® } bedzie rodzing rozkladow na przestrzeni prob

& majacych gestosci p(6,x) wzgladem pewnej ustalonej miary, 1 niech @ bedzie zbiorem
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otwartym w R. Jezeli sa spelnione pewne warunki regularno$ci, to wariancja kazdego estymatora

nieobcigzonego g(X) wielkosci g(6) spetia nierownos¢ (Cramera-Rao)

[dgw) 2
. a0
Var, >
H[g(X)] E [Elnp(g,/\’) D
ol a0
Wielko$¢ I, = Varg lmnp (. X)J = F [mnp (0.%) 2 (mianownik w nieréwnosci Cramera-Rao)

nazywamy informacjag w sensie Fishera o parametrze € zawarta w probie (obserwowanej
zmiennej losowej, zwykle wektorowej) X. Jezeli (regularny) estymator nieobcigzony ma wariancje¢

dg(0)
L 4o

aln p(6,X)
L

rowng dolnemu ograniczeniu Cramera-Rao D, = , to jest on estymatorem

najefektywniejszym w klasie estymatorow regularnych. Efektywno$cia w sensie Cramera-Rao
estymatora nieobcigzonego g o wariancji Var, (¢) nazywamy wielkos¢

D
arg(g)

effcr()=

Przyklad. Niech X,,...,X, bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym

rozkladzie (iid) N(6,1) .Woéwczas X = %ZX . jest nieobcigzonym estymatorem parametru € (w
i=l

tym przypadku g(0)=0), gdyz E,(X)= %ZE{, (X,)=1n6=0. Wariancja estymatora X jest
il

rowna

V,(X)= E(—ZX 0)* —E(Z(X 0))* = ZE(X O)(X,-0)=

i,j=1

=LY Cov(X,X,)=1

i,j=1

ijest rowna dolnemu ograniczeniu Cramera-Rao. Rzeczywiscie

Y0y n
PO, X s X,)=—"1 e 7 ,lnp(H,Xl,...,Xn)=—§ln(27z)—%§()(i—0)2

2x)"?

00X, X,) =S (X, 0), [l p(O, X, X, )T = (X, =), -0)

i,j=1

wiec I= » E, (X, =0} X . —0)=)» Cov(X,,X.)=n, astad Vars(X)=1;'="1.
O\ J P25 n

i,j=1 i,j=1
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e podejscie minimaksowe polegajace na porownywaniu estymatoroOw poprzez poréwnywanie

maksimow globalnych ich funkcji ryzyka max R,(0,2), przy czym estymator jest tym lepszy im

ma mniejsze maksimum funkcji ryzyka.

Def. Estymator g, jest estymatorem minimaksowym wielko$ci g(6) w rozwazanej klasie

estymatorow 9, V ge 9 maxR, (6,8, )< max R,(0,98).
Z=C] S

Z uwagi na to, ze nie ma generalnej potrzeby zakladania zto§liwosci natury, podejscie

minimaksowe nie cieszy si¢ zbytnim powodzeniem wsrod praktykow.

e podejscie bayesowskie polegajace na porownywaniu pewnych srednich wartosci funkcji ryzyka
dla poszczegdlnych estymatorow. Zaktada si¢ tu, ze statystyk posiada pewna wiedzg a priori o
parametrze € w postaci tak zwanego rozktadu a priori v okreslonego na mierzalnej przestrzeni
parametrow. Kazdemu estymatorowi ¢ przypisujemy wartos¢ (liczbowa) ryzyka bayesowskiego

FAE-ER(02)]
wzgledem rozktadu a priori, ktore jest srednia wzgledem rozkladu a priori wartoscig funkcji

ryzyka R; i estymator jest tym lepszy im ma mniejsze ryzyko bayesowskie

Zgodnosé i mocna zgodnosc¢ estymatorow

Niech X=(X,...,X,) bedzie n elementowa proba prosta z rozktadu Pye P={ Py:0c @ }. Niech

£.(X,...,X,) bedzie estymatorem funkcji g(6) opartym na n elementowej probie. Intuicyjnie mozna sig
spodziewac, ze powigkszanie rozmiaru proby n powinno skutkowaé tym, ze g,(X,...,X,) jest ,,coraz

lepsza ocena” g( ) . Interesujace jest graniczne zachowanie si¢ estymatora g, , gdy n—»oo

Def. Cigg g, estymatoréw wielkosci g(6) nazywamy

zgodnym gdy VOO g,(X) —&5% s g(0), n—>o0
mocno zgodnym gdy VOe®@ g,(X) —2U) 5 o), n—w.

Momenty empiryczne

Niech X=(X,...,X,) bedzie n elementowa proba prosta z rozktadu Pye P={ Py:0< @ } o skonczonych

momentach zwyklych m, =E,(X|) dorzedu k (tzn. r<k).

Definicja. Statystyke M, , =1 » X nazywamy momentem empirycznym (probkowym) zwyklym
J ystyke M, , =, i ywamy
i=1

rzgdu r opartym na n elementowej probie proste;.
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Fakty

E,M,,)= Ea(%inr) = ﬁZEg(Xi’) = ﬁZmr = m, , czyli momenty empiryczne (zwykle)
i=1

i=l i=1
sg nieobcigzonymi estymatorami momentow teoretycznych.
e Z MPWL Kolmogorowa zastosowanego do ciagu X ,..., X ... wynika, Ze jezeli istnieje m,, to

YV 0c @ M,, _zprBp) 1 m,

e Podobnie z CTG Lindeberga Levy’ego zastosowanego do ciagu X/ ,..., X, ,... wynika, Ze jezeli

. o . Mr n - mr .
istnieje my,, to Ve @ statystyka” n : ma asymptotycznie (n—>o ) rozktad
my, —m,
normalny N(0,1)
e Analogiczne fakty prawdziwe sa dla p wymiarowych wektoréw losowych X,,.... X ..., gdzie
1Ny
Xy, X/, E, (X)) ,,;XU
X =| : |, XI'=| i |,m,= : , M, = :
X, X, Eg(X}) %ZX;J
i=1

Jezeli istnieje m, , to statystyka wektorowa M, , 2 s, VOO,

Jezeli istnieje my, , to statystyka wektorowa \n (M, , —m, ) ma asymptotycznie rozktad

N, (0,V(X"), gdzie V(X") =[Cov(X/ . X))

(p,p)
e Niech g:R* — RY bedzie funkcja borelowsko mierzalng i prawie wszedzie ciagly. Jezeli istnieja

z prawd. Py 1

momenty my,..., my, to gM,,...M; )——"—>¢g(m,..m;) (VOcO).

Metoda delta. (= oznacza staba zbieznosé). Niech
* v,(X(0)-x9) = X(w), gdzie wektory losowe X,(®), X(w) oraz nielosowy wektor x, (zwykle

x—E(X) przyjmuja wartosci w przestrzeni R , a ciag liczbowy v,—w (zwykle v, = Jn )
e funkcja g :R*>0t(xo)—>R? jest rozniczkowalna w punkcie xo

Wowezas v,(g(X,(0))-g(x0)) = [g (x0)]1X(®)

Zadania
1. Niech X=(X,...X,) 1 Y=(Y1,....,Y,) beda niezaleznymi prébami prostymi z rozkladow
odpowiednio N(m ,c%) i N(my,az). Ktory z dwoch nastepujacych  estymatorow:
T(X,Y)=X 7Y, T,(X,Y)= - ij ;Y; mnalezy przyjac¢ za oceng mym, biorac BSK jako miar¢ dobroci
i=1

estymatora.(Odp. V' (7}) =& ot +Llo*(m + mi) V() =Lto" +157(m? + m;) - lepszy jestT;
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2. Niech X,,.... XjuXis1,....X, bedzie proba prosta z rozktadu N(m,o”). Obserwujemy zmienne Xi,.... X, i

—_— n k —_—
ponadto znamy $rednig X, =%ZX ; - Dobra¢ tak stala c,, aby estymator T'=c,, Z (X, -X,)°

i=1 i=1

byt nieobcigzonym estymatorem wariancji ¢” . Odp ¢,, = oD

3. Wykonano 10 pomiaréw pewnej nieznanej wielkosci m jednym przyrzadem pomiarowym, a
nastgpnie 5 pomiarow innym przyrzadem. Zaktadamy, ze wyniki pomiaréw sa Xi, ...,Xi0, Xi1,....X15
sg niezaleznymi zmiennymi losowymi przy czym kazda ze zmiennych X, ...,Xjo ma rozklad
normalny N(m, 0.12) , podczas, gdy kazda ze zmiennych Xjy,...,X;s ma rozklad normalny N(m,

15
0.2%). Dobra¢ tak wspotczynniki ci,...,c;s aby estymator n"achiX ; byl estymatorem

i=1

nieobcigzonym o minimalnej wariancji. (Odp. ci,...,C10= 5 , Ci1,.,C15= 25 )

4. Pobrano 100 niezaleznych obserwacji z rozktadu normalnego N(m,o”). Obliczono 10 sum po 10
kolejnych obserwacji a nastgpnie zgubiono dane zrodlowe. Zamiast pierwotnych obserwacji

9
(X1,...,.X100) mamy obserwacje (Yi,...,Y19) gdzie Y, = ZXIOi*_/ .Szacujemy wariancje o® uzywajac

i
Jj=0

10 _
estymatora postaci CZ (Y, —Y)* Dobra¢ tak stal ¢ aby estymator ten byl nieobcigzony.

i=1

(Odp.c=5;

5. Niech X1,X5,,,X, bedzie probag prosta z rozktadu jednostajnego U(0, ). Rozwazmy dwa estymatory
g (Xl,...,X”)z”T”X(”) i g,(X,,..X,)=2X. Ktory z tych estymatorow jest lepszy?.

Odp. R(§,,0) =77 . R(§,.0) =5, lepszy jest §,.



