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Metody estymaciji

Metoda momentow

Metodg momentdéw pochodzaca od K. Pearsona mozna krotko opisa¢ w nastgpujacy sposob:

Niech X=(X1,X3,,,X,) bedzie proba prosta z rozktadu P, zaleznego od wektorowego parametru
6=(6,,..,6,).

e wyznaczamy k pierwszych momentow zwyktych: m, = E, , X[ =h(6,,....0,),r=1,..k

,
n

e cstymujemy momenty teoretyczne m, momentami empirycznymi #i, = %ZX !
i=1

Iﬁl =h1(91""’9k)
e rozwigzujemy ukfad réwnan : 1 otrzymujemy estymatory
iy =y (0).....,0;)

0,(X) =g, (i, .... i1,
: bedace zwykle cigglymi funkcjami momentéw empirycznych, a wigc
O (X)) =g, (my,....my)

mocno zgodne.

Przyklad. Niech X=(X,,X>,,,X,) bedzie proba prosta z rozktadu o skonczonych momentach do rzedu 2
whacznie. Wiadomo, ze E(X;)=m i E(X;')=m,= m" +¢°. Z uktadu

n
=ty X,;=X=m =X
i=1 : n
otrzymujem A A A v v .
R o 2 ymueny O-z:mz_mlz:%ZXI‘Z_XZZ%Z(XI‘_X)ZZSS
mz_Zin =0 +m i=1 i=1
i=1
Estymatory empiryczne 1, 1 71, sa mocno zgodnymi i nieobcigzonymi estymatorami momentow m; i
n —_—
m, , natomiast estymator wariancji S, = L Z(X .—X)”jest obcigzony. Rzeczywiscie
i=1
oznaczajac 6 = (m,c”) mamy

E{i()(i —)_()ZJ=E9[§()Q —m+m—)_()2J:E9[i(Xi —m)* +2(X, —m)(m—)?)+(m—)_()2j=

i=1 i=1

= Z":Eg(xi —m)’ +2E€[(m —)_()Z":(X,. —m)j+nE€()_(—m)2 =no’ —nE,(X -m)’ =(n—-1)c’

i=1 i=1

gdyz

i,j=1

E,(X —m)’ :Eg[%zn“(xt —m)J =n—g[2":E€(X, -m)(X, —m)J: n—gEHZ":E((Xi _m)z):%az.



Statystyka Wyktad 4 Adam Cmiel A3-A431la cmiel@agh.edu.pl

Wobec tego E, (S, ) =L o a zmodyfikowany estymator S° = ﬁSg = ﬁZ(Xi —X)* jest juz

n
i=1

zgodnym i nieobcigzonym estymatorem wariancji.

Metoda podstawienia dystrybuanty empirycznej

Przypusémy, ze interesujacy nas parametr n rozkladu jest znang funkcja dystrybuanty F', czyli

n=g(F). Np. r-ty moment zwykty m_ = j X' (w)dP,. = j x"dF jest funkcja (funkcjonatem)
Q R

dystrybuanty rozkladu. Zwykle wprowadzajac odpowiednie pojecia topologiczne (np. metryke,
normg¢) w przestrzeni funkcyjnej zawierajacej zbior dystrybuant mozna pokazac, ze interesujacy nas
funkcjonat jest ciagly. Wobec tego jego wartos¢ ,,niewiele” si¢ zmieni, gdy dystrybuante zastapimy jej
,»dobrym przyblizeniem”, czyli dystrybuantg empiryczng. Uzyskujemy w ten sposob naturalny

estymator 7 = g(F)bedacy funkcja (funkcjonatem) dystrybuanty empirycznej np.

m, = j x'dF, =ﬁ2X ; =M, . Intuicyjne wida¢, Ze ciagtos¢ funkcjonatu i twierdzenie Gliwienki
i=1

R

Cantellego implikujg mocng zgodno$¢ estymatoréw uzyskiwanych metoda podstawienia dystrybuanty.

Ponadto E.(m )= jx’E - (dﬁ”) :jx’dF =m, , wigc rozwazany estymator momentu zwyklego rzedu
R R
r jest nieobcigzony. Zaprezentowane powyzej intuicje wymagajg oczywiscie stosownych uscislen.

Metoda Markowa
Metoda Markowa pochodzaca z przetomu XIX i XX wieku polega na wyznaczaniu estymatorow

e nieobcigzonych

e liniowych wzgledem obserwowanych zmiennych losowych

e posiadajgcych najmniejszg wariancje w klasie wszystkich estymatoréw liniowych
Metodg Markowa mozna wigc potraktowac jako szczegodlny przypadek estymacji nieobcigzonej o
minimalnej wariancji, ktory ze wzgledu na postulowang liniowo$c¢ jest szczegdlnie prosty i wygodny
obliczeniowo. Wyjasnimy to na przykladzie.
Przyklad. Niech Xi,...X, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tych samych
wartos$ciach oczekiwanych E(X;)=m i znanych wariancjach V(X,~)=o72 (Uwaga X=(X},X,,,X,) nie jest

proba prosta). Znalez¢ nieobcigzony estymator liniowy dla m o najmniejszej wariancji.
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n
Z uwagi na postulowang liniowo$¢ estymator warto$ci oczekiwanej m ma postac n”azZaiX P

i=1

Warunek nieobcigzonosci m = E(im1) = z a,E(X;)= mz a; prowadzi do rownosci z a; =1. Piszac

i=1 i=1 i=1

dla prostoty E zamiast £, i V' zamiast V', wariancja estymatora

V(m) = E(zaiXi -m)® = E(zaiXi - Zaim)z = E(zai(Xi -m))* = zaizo_iz .
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Aby znalez¢ estymator typu Markowa nalezy wiec znalez¢ wspotczynniki aj,...,a, minimalizujgce

z alo? przy warunku z a; =1. Rozwiazujac powyzszy problem ekstremum warunkowego poprzez

i=1 i=1

rozwiklanie ograniczen i redukcj¢ problemu do problemu ekstremum bezwarunkowego n-1

1

2

zmiennych lub stosujac metod¢ mnoznikoéw Lagrange’a otrzymujemy a; =~

n

i=1

Metoda najmniejszych kwadratow MNK

Obserwujemy zmienne losowe Y,...,Y, o ktorych wiemy, ze
E(Y)=g(0), i=1,...,n,
gdzie g;: R"50 30N sg znanymi funkcjami.
Jezeli parametr 6 przebiega zbiér © , to punkt (gi(6)....,g.(6)) przebiega pewien zbiér I'c R".
Zaobserwowany punkt ¥=(Y),...,Y,) rowniez lezy w R". Idea MNK polega na tym, zeby w zbiorze I'
znalez¢ punkt y(Yi,...,Y,) najblizszy zaobserwowanemu punktowi ¥ a nast¢pnie za oszacowanie
parametru @ przyja¢ taki punkt & €® , ktéremu odpowiada wyznaczony punkt y, tzn. taki &, ze
(€1(0),....8(0)=y(11,.... ).
Zwykle oba etapy taczy sic w jeden i za estymator MNK przyjmuje si¢ & minimalizujgce wielkos¢
S, - 2,0)7, enyli O(¥,,...Y,) = arggrgini(z -g.(0))
i=1 € i=1
MNK znajduje szczegélne zastosowanie w tzw. liniowych modelach statystyki matematycznej i

zostanie omOwiona poznie;.

Metoda najwiekszej wiarygodnosci

Niech (2,%8,9={P;0c®cR"}), bedzie dominowang przez o-skoficzong miar¢ u przestrzenig

statystyczng. Oznaczmy przez p(x;60)= p,(x)= “;—if odpowiednie gestosci.
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Def. Dla ustalonego wyniku eksperymentu Xe & wielkos¢ L(6X)=p(X,6) nazywamy wiarygodnoscig
parametru €, a funkcje L(:,X):® 30 — L(6.X) okreSlona na przestrzeni parametrow ® nazywamy

funkcja wiarygodnosci.

Z definicji wida¢, ze funkcja L(6,X) dla kazdego ustalonego € jest funkcja gestosci p(X,6) rozkladu
prawdopodobienstwa Py na przestrzeni prob <. Interpretacja funkcji wiarygodnosci jest szczegdlnie
prosta, gdy rozwazymy dyskretng przestrzen statystyczng. Funkcja wiarygodno$ci przypisuje
parametrowi @ prawdopodobienstwo (wyznaczone z rozkladu P, ) zaobserwowania danego wyniku
eksperymentu Xe. W przypadku cigglym interpretacja funkcji wiarygodno$ci jest podobna.
Prawdopodobienstwo zaobserwowania danego wyniku eksperymentu zastgpujemy gestoscia
prawdopodobienstwa uzyskania danego wyniku eksperymentu. Ten sam wynik eksperymentu moze
mie¢ przypisane réozne prawdopodobienstwa w zaleznosci od wyboru parametru 6 (czyli rozkladu
Py). Zasada najwiekszej wiarygodno$ci sugeruje taki wybor parametru 6, przy ktéorym

zaobserwowany wynik eksperymentu xe & jest najbardziej prawdopodobny.

W przypadku przestrzeni produktowej (£, B(%),{p(x,0):0c®})" gdy wynik eksperymentu jest ciggiem

X=(Xy,...,X,), funkcja wiarygodno$ci wyraza si¢ wzorem L (9,X1,...,Xn)=f[ p(X,;,0).

Def. Estymatorem najwickszej wiarygodnosci parametru & ( ENW(8) ) (o ile istnieje) nazywamy

estymator 6 :X3X—> 6(X) =argmax L(0, X)
0O

Uwaga techniczna. Ze wzglgdu na monotoniczno$¢ funkcji logarytmicznej maksymalizacja funkcji

wiarygodnosci L(6,X) jest rtownowazna maksymalizacji jej logarytmu I(6,.X)=In L(6.X).

Klopoty z metoda najwigkszej wiarygodnosci
e estymator najwigkszej wiarygodnos$ci moze nie istnie€ ,
e estymator najwigkszej wiarygodnosci moze nie by¢ okreslony jednoznacznie,

o cfektywne wyznaczenie estymatora najwickszej wiarygodnosci moze by¢ bardzo trudne.

Estymatory NW majg wiele cennych wlasnosci w probach skonczonych (szczegoty beda podane w
wykladzie Statystyki Matematycznej II). Przy pewnych zatozeniach regularnosci (tzw. warunki
regularno$ci Cramera) (zapewniajagcych rozniczkowalno$¢ calek niewlasciwych) estymatory
najwiekszej wiarygodnos$ci sg:

e mocno zgodne

e asymptotycznie nieobcigzone

e asymptotycznie najefektywniejsze ( asymptotycznie osiagajg dolne ograniczenie CR)
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e niezmiennicze tzn. jesli 6(X)=ENW(0)i n=h(0) to H(X)=hO(X))=ENW ()
e asymptotycznie normalne tzn. Jn (é — ) ma asymptotycznie rozktad N(0,0 ), gdzie
asymptotyczna wariancja ¢, =1i,',a i, = Eg(a—ag ln(p(Xl,H))2 = (592 ln(p(Xl,H)) jest

informacja w sensie Fishera pojedynczej (np. pierwszej) obserwacji. Gdy parametr

0 =(6,,...,6,) jest parametrem wektorowym, to

,_%)
D

V|| 5= ||~ asNO. V), gdzie  V, =i"®) a

2
i(0)=| Ey (—1HP(X 0. ,91)( 1HP(X 0,...,60,) = g ———Inp(X.,4,....6)) Jest
00, 89 00,
7 (k%) (k k)

macierza informacji w sensie Fishera.

Szkic dowodu asymptotycznej normalnos$ci. W regularnych przypadkach ENW otrzymuje si¢ jako
rozwigzanie rownania wiarygodnosci -5/(6, X') = 0. Korzystajac z mocnej zgodnosci dla
dostatecznie duzych n estymator przyjmuje (z prawdopodobienstwem bliskim 1) wartosci w poblizu

(nieznanej) wartosci €.Wobec tego rozwijajac w szereg Taylora (war. regularno$ci) i pomijajac

wyrazy wyzszego rzedu mamy 0 =5—%l(é’,X) ~ 210, X)+ ~1(6,X) (6’ 0).

. L2 ],xX
Stad 06 = —M i w konsekwencji \/_(9 0) —L)
2:100.X) i 16.X)

Zauwazmy, zZe T 210,X) = fz In p(X,,0), przy czym kazda ze zmiennych losowych w

powyzszej sumie ma warto$¢ oczekiwang 0 i wariancj¢ i(@) ( informacja Fishera w pojedynczej
obserwacji). Z CTG otrzymujemy, ze ﬁa—%l(ﬁ,X) = N(0,i(0)).

n

Z kolei z MPWL —1-251(0,X) =—1 3 25 In p(X,,0)— 4> —E,[ -2

n 592 -
i=

twierdzenia Stuckiego otrzymujemy ze Jn (é —-0)= N(0,i '(9)).

" In p(X,,0)]=i(0). Z

86?

Przyklad Skonstruowaé estymator najwickszej wiarygodno$ci parametru €1 asymptotyczny przedziat
ufnos$ci na poziomie 1-a =0,95 oparty na n niezaleznych obserwacjach Xi,X;,....X, z rozktadu o

gestosci p(x,0) = 0°x exp(-0x) , @ >0, x >0.

L(O X0, X, X,)= 92"([@)([ ) exp(-6 21 X))
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10X, X, X)= In L (0:X1. X0, X)= 21 N0+ 310 X, -0 3 X,
i=1

i=1

. 2 . 2
WK: %”—zxfwww:e:: ENWIO , iy= =ol=0

i=1

S
Ny

Korzystajac z faktu, ze asymptotyczny rozktad statystyki Jn jest rozktadem N(0,1) mozemy z

as

tablic tego rozkladu odczyta¢ dla danego o warto$¢ u;..» taka, ze

p(14n =0

Ga

< urgn)=1-a a stad otrzymujemy

s

PO -t << O+ 2ty =1-q.

2
Po podstawieniu za G; przyblizonej warto$ci 92 (wniosek z mocnej zbiezno$ci ENW) otrzymujemy

asymptotyczny przedzial ufnosci na poziomie 1-¢ postaci:

P(O(1—422) <0 < (1 +422) ~ 1-ar.

Przyklad. Skonstruowac estymator najwickszej wiarygodnosci parametru 6 oparty na n niezaleznych
obserwacjach X,X;,,,X, z rozktadu jednostajnego U[0,4].

1
n 2 <% max

L Xiax $6 . .
0 skad natychmiast otrzymujemy,
0, X nax > 6

Wt dku L(0 X, X, Xyp)=l o VXS0
m przypa ; e )= =
yim preyp i 0,3i:X,>0

7€ Xnax—=max(X1,Xs,...,.X,) jest ENW parametru 6. Jest to przypadek, gdzie warunki regularnosci nie sa

spelnione i nie mozna wykorzysta¢ wlasno$ci asymptotycznej normalnosci ENW do konstrukcji

przedziatu ufnosci dla &

Ciekawy przyklad estymacji NW dla danych cenzurowanych.
Niech Xj,...,X 100 bedzie proba losowa z rozktadu wyktadniczego o nieznanej wartosci oczekiwanej a

tzn. f(x)=Le <1 x)).Estymujemy a na podstawie czeSciowej informacji o probce, a mianowicie
[0,00) ymujemy p ¢ ) J10p

na podstawie tego, iz
e 80 zmiennych (spo$rod wszystkich 100 z probki) przybrato wartosci ponizej 3,

e Srednia arytmetyczna z tych wartosci wynosi 2. Znalez¢ ENW][a].

Rozwiazanie. Niech Y bedzie zmienng losowa zdefiniowang wzorem
X.gdyX <3 . . : :
Y= X 115(X)+ b1 0)(X) = , gdzie liczba b > 3 jest etykieta zdarzenia X >3.
’ ’ b,gdyX =3

Zmienna Y ma dystrybuante
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1- e%,y <3
F,(y)= l—o 3<y<b’ Niech t=A+3, gdzie A oznacza miar¢ Lebesgue’ai vV A€ % mamy

L y>b

P(A) = I% e 1[0,3)‘”()’) +e 0,(A) :I(%ej 1[0,3) +te l{b} Ydu .
4 4

Stad f,(y) = ﬁe% 1,50+ e 1 () jest gestodcig rozktadu zmiennej losowej ¥ wzgledem 4 .

Wobec tego funkcja wiarygodnosci jest postaci

100 O RLATEC AL Le a0
L(a;Y,,.... %) = H(le 1[03)(Y)+e B m (X)) ="te ° e =de e
la;Y,...Y ) =InL(a;Y,,....Y,,,) =—80Ina -
WK: 4504 2020 0= a=L1=ENW[a] (WW oczywisty)
Przyklad. Niech X = (X,,..., X,) bedzie proba prosta z rozktadu normalnego N(m,o?) o funkcji

7():—/71)2
stosci p(x;m,0°)=——e 20" . Funkcja wiarygodnosci jest postaci
ge p Voro ) ryg jestp

Z(X m) 1 =n
2ny 1 o’ i 2.xy=_n _ - —m)?
L(m,07;X) ——(2”)%0” = a jej logarytm /(m,0°;X) = 5 In(2z) - nlno o EI(X, m)” .
al n e 1 n
L Y(X,—m)=0 m=X=1%x,
WK istnienia ekstremum { 97 RSN =1 , stad i=1 . Pokazemy,
81 2 n a 2 n
a_=0 —£+2—Z(Xi—m)2=0 o %Z(X -X)*
I -1 i

ze (m,6%)=(X,L S (X, - X)%) = ENW[(m,0%)], wykazujac, ze 1(,6%;X) ~(m,0%X) >0 V(m,o?)i
i=1

réwnos¢ zachodzi tylko dla m=mi o* =62.
Z wlasnosci niezmienniczosci ENW widaé, ze (m,6)=(X, f% fj(X .- X)?)= ENW[(m,o)].
i=1

o)
1(m,6%:X) = (m,07;X) = —2Iné> L +2 2 —”(1n 1——)+ Z(X m)? >0

Ostatnie wyrazenie jest suma dwoch nieujemnych sktadnikéw (bo Inx+1-x <0 iréwnos¢ ma

miejsce tylko dla x =1) ktére jednoczesnie sie zerujg tylko dla m=mi o = 6.

n (1) n _ _ n _ _ _
Uwaga: Z(Xi—m)z=2(Xi—X+X—m)2=2(Xi—X)2+n(X—m)2=n6‘2+n(X—m)2.

i=1 i=1 i=1

o QNl.—-

. . In p(X,m,o) 1np(X m, 0')
Macierz informacji imo) =—Em 0){ om? Po‘i’m

2
e In p(X,m,o)

a2 (B 2 ﬁﬂ:?H:szN( I )

0
, | - Stad
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Przyklad. Niech X =(X,,...,X,) bedzie proba prosta z rozktadu Poissona (1) o funkcji gestosci
p(x;A) = i—'e’ﬂ, x=0,1,... wzgledem miary liczacej u()= Z&k(-) . Funkcja wiarygodnosci jest postaci
X h=0
/12;& . n
L(4;X)="——¢" ajej logarytm /(1;X) = 2,~=1Xf Ini-ni-m] X!

HX,J i=1
i=1

WK : 5_8,1[ LX) =0 Z:T‘X —n=0=> 1= X . Badajac monotonicznoé¢ funkcji /(4;X) stwierdzamy, ze
A oy . J . 2 . : e
A=X = ENWIA]. Widaé, ze¢ Zoin p(X,2) =~ stad i, =—E,(-%) =1, wige n(X = 2) ~as N(0,2).
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Zadania

L.

Niech Xi,...,X, bedzie proba prosta z rozkladu réwnomiernego (dyskretnego jednostajnego) na
{l,....,k} 1 keN. Wyznaczy¢ estymator najwigkszej wiarygodno$ci parametru k. Wykazaé, ze

estymator ten jest zgodny. Odp. k=X )

Niech Xj,...,X, bedzie proba prosta z rozktadu jednostajnego U[ 6, 6] na przedziale na [6),6].
Wyznaczy¢ estymator najwigkszej wiarygodno$ci parametru (6, 6,). (Odp. (él , éz) =(X gy, X))

Czas pracy elementu jest zmienng losowa X o ggstosci f(x) = abx” lexp(—bxa)l(o,w)(x), gdzie a

jest znanym dodatnim parametrem za$§ b jest nieznang dodatnig stala (rozklad Weibulla).
Wyznaczy¢ estymator najwigkszej wiarygodnos$ci parametru b oparty na n elementowej probie
prostej. Wyznaczy¢ asymptotyczny przedziat ufnosci dla parametru b na poziomie 1-¢.

Zmienna losowa N ma rozklad Poissona z parametrem intensywnosci A, ktory chcemy oszacowac.
Niestety mozemy obserwowac jedynie zmienng losowa M , ktéra przyjmuje warto$¢ 0 jesli N jest
rowna 0, a wartos¢ 1 jesli N jest wigksza od 0. Wyznaczy¢ estymator najwigkszej wiarygodnosci
parametru A i asymptotyczny przedziat ufnosci dla A na poziomie 1-¢.. (Odp A=- In(1- M)

Skonstruowa¢ estymator najwigkszej wiarygodnosci parametru € i asymptotyczny przedziat
ufnos$ci na poziomie 1-0=0.95 oparty na n elementowej probie prostej X1,X,...,.X, z rozktadu
a) geometrycznego p(x,0)=6(1-0)", 8 (0,1), x=1.2....,
b) geometrycznego p(x,0) = (1-0)8*", 6 €(0,1), x=1,2,.... .
¢) wyktadniczego p(x,0)= Oexp(-0x), 6 >0, x>0,
d) wykladniczego p(x,0) = 6" exp(-x/0) , 6 >0, x >0.
e) o gestosci p(x,0) = 0°x exp(-6x) , 6 >0, x>0,
e

e 2 . 0>0.
270

(x-0)*

g) normalnego p(x,0)= \/21% e * ,0>0.

f) normalnego p(x,60) =

X

0
h) Poissona p(x,a)z—'e*, 0 >0, x=0,1,2,... .
X.

i) zrozkladu Bernoulliego p(x,0)= 6" (I1-0)", 8 € (0,1), x=0,1.
j)  zrozkladu Pareto (ozn. Pa(l,a)) o funkcji gestosci f(x) = ax’”’ll(l,w) (x), gdzie a>1

6. Niech X=(X),...,.X,) bedzie proba prosta z rozkladu o gestosci zadanej wzorem

f(x, 6’)=6’71x07 711(0,1) (x). Wyznaczy¢ estymator najwigkszej wiarygodno$ci parametru 6 i
wyznaczy¢ blad s$redniokwadratowy (ryzyko) tego estymatora.(wskazowka - aby wyznaczy¢
ryzyko warto wyznaczy¢ rozktad zmiennej Y=-InX")

Skonstruowa¢ estymator najwigkszej wiarygodnosci parametru € i asymptotyczny przedziat
ufno$ci na poziomie 1-a =0.95 oparty na n elementowej probie prostej Xi,Xz,,,X, z rozkladu
Laplace’a o gestosci p(x,0)=2e ", 6 >0.



