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Testowanie hipotez

Niech (& B, #={P,: 0c®}) bedzie przestrzenig statystyczna, przy czym
O =0,U0 ;10 MO =J.
Problem testowania hipotez mozna sformulowaé nast¢pujaco: na podstawie obserwacji Xe &
zweryfikowa¢ hipoteze
Hop: 6 €0, wobec alternatywy H;: 8 €0,.

Problem testowania hipotezy nie jest problemem badawczym lecz decyzyjnym. Mozemy podjaé jedna
z dwoch mozliwych decyzji

e d, - akceptacja hipotezy H,

e d; - odrzucenia Hy i akceptacji H;
Mozemy wigc podjac¢ poprawna decyzje lub popetnié¢ jeden z dwdch rodzajow btedow
o blad pierwszego rodzaju d,[H, polegajacy na odrzuceniu Hy, gdy w rzeczywistosci jest ona

prawdziwa,

o blad drugiego rodzaju dj|H; polegajacy na akceptacji Hy , gdy w rzeczywistosci jest ona

fatszywa.
d() d1
H Decyzja Btad I rodzaju
0 poprawna d;[Ho
u Btad Il rodzaju Decyzja
! do[H, poprawna

Potrzebujemy pewnej procedury, ktéra podpowie jaka podja¢ decyzje gdy dysponujemy wynikiem
eksperymentu X. Rozwigzaniem problemu (Hy, H;) testowania hipotezy H, przeciwko alternatywie
H;, bedzie pewna funkcja ¢: 9—>[0,1] zwana zrandomizowanym testem statystycznym.
Dysponujac testem statystycznym ¢ iX :

e 7z prawdopodobienstwem 1-@(X) podejmujemy decyzje d, - akceptacji hipotezy Hy

o zprawdopodobienstwem @(X) podejmujemy decyzje d; - odrzucenia Hy i akceptacji H;.

do d,
1-p(X) P(X)
Aby wigc podja¢ konkretng decyzje nalezy wigc uzy¢ pewnego mechanizmu losowego, ktory

produkuje dwa wyniki z prawdopodobienstwami ¢(X) i 1-¢(X) i na tej podstawie podja¢ (wylosowac)
decyzje. Podejscie takie jest krytykowane przez praktykow, jako stwarzajace mozliwos¢ naduzy¢ w
interpretacji danych. Zdecydowanie wigksze uznanie praktykow znalazly testy niezrandomizowane,
dla ktorych zbior wartosci funkcji ¢ jest zbiorem dwuelementowym {0,1}. Test taki dzieli przestrzen
prob na dwa roztgczne zbiory:

C=¢'({1}))={Xe%: ¢ (X= 1} zwany zbiorem odrzucenia hipotezy H, (lub zbiorem krytycznym



Statystyka Wyktad 6 Adam Cmiel A3-A431la cmiel@agh.edu.pl

@ '({0})={Xe9 : @ (X) =0} zwany zbiorem akceptacji H.
Konstrukcja testu niezrandomizownego jest wigc roOwnowazna rozbiciu przestrzeni prob na dwa
rozlaczne podzbiory : odrzucenia i akceptacji Ho. Jezeli zaobserwowana warto$¢ zmiennej losowej X
wpada do zbioru krytycznego C=¢ ({1}), to odrzucamy H,, w przeciwnym przypadku akceptujemy
Ho.
Oczywiscie nie kazdy test statystyczny jest dobrym testem. Aby moc poréwnywac testy i w
konsekwencji wybra¢ najlepszy mozna podobnie jak w problemie estymacji punktowej proébowac
okresli¢ strate jakg ponosi statystyk podejmujac bledna decyzje. Nastepnym krokiem jest wtedy
wyznaczenie Sredniej straty dla danego testu, czyli wyznaczenie jego funkcji ryzyka. Testy, podobnie
jak estymatory, mozna poréwnywac, porownujac ich funkcje ryzyka. Mozna tu réwniez wyroznic :
e podejscie globalne (poréwnywanie funkcji ryzyka) z zawezaniem klasy testow,
e podejscie minimaksowe,
e podejscie bayesowskie.
Najwicksze uznanie zyskalo jednak w teorii testow podejscie Neymana-Pearsona. W ujeciu tym
przypisuje si¢ rozna wage btgdom I i II rodzaju. Wazniejszy jest blad pierwszego rodzaju. Dlatego
naktada si¢ pewne ograniczenie na prawdopodobienstwo btedu I rodzaju i wsrod dostepnych testow
spetniajacych to ograniczenie poszukuje si¢ testu, ktory minimalizuje prawdopodobienstwo btedu II

rodzaju.
Def. Funkcja mocy testu ¢ nazywamy funkcje ,(0) = E,(¢(X)) .

Uwaga: dla testu niezrandomizowanego S,(6) = F,(C)

Latwo zauwazy¢, ze dla testu niezrandomizowanego mamy:

0 €@, (czyli prawdziwa jest H))= f,(0) = F,(d, |H ) (pr. bledu I rodzaju)
Rzeczywiscie /B(p (0)=0-F,(d, |H)+1-F,(d, |H,) = F,(d, |H,)
0 €O, (czyli prawdziwa jest H)= f,(0) = F,(d, |H ) =1-F,(d, |H)

(pr. braku btedu II rodzaju- inaczej moc testu ).

Def. Rozmiarem testu ¢ nazywamy liczbe sup S,(6) (lub sup P,(C) dla testu niezrandomizowanego).
0eO, IZECH

Def. Mowimy, ze test ¢ hipotezy H, przeciwko H; jest testem na poziomie istotnosci « , jezeli

sup B O)<ea, czyli rozmiar testu nie przekracza o.
0eO,

Wsrod testow na poziomie istotno$ci @ poszukujemy najlepszego w sensie Neymana-Pearsona czyli

najmocniejszego. Klasyczny lemat Neymana-Pearsona podaje sposob konstrukcji testu
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najmocniejszego dla testowania hipotezy prostej Hy: 0 =60, (czyli® ¢ = {6 }) przeciwko prostej
alternatywie H;: 8=60, (czyli ®, = {6 ,}). Hipoteza prosta specyfikuje wigec doktadnie jeden rozktad
prawdopodobienstwa okreslony na przestrzeni prob. Hipoteza Hy glosi, ze prawdziwym rozkltadem na

przestrzeni prob jest rozklad Py=F, a konkurencyjna hipoteza H; glosi, ze prawdziwym rozkiadem na
przestrzeni prob jest rozklad P\=F, . Hipotezg, ktora nie jest prosta (tzn. specyfikuje przynajmniej

dwuelementowg rodzing rozktadéw prawdopodobienstwa) nazywamy hipoteza zlozong.

Lemat Neymana-Pearsona. Jezeli rozklady P, i Py maja ggstosci py i p1 (w przypadku cigglym
wzgledem miary Lebesguea a w przypadku dyskretnym wzgledem miary liczacej) , to test
najmocniejszy na poziomie ¢ hipotezy Hy przeciwko H; istnieje i ma postac
I gdy pi(x)>kpy(x)
p(x)=17 gdy pi(x)=kpy(x)
0 gdy p(x)<kpy(x)

gdzie k>0 1ye<0,1) sg tak dobranymi stalymi, aby rozmiar testu byl rowny o

Z postaci funkcji testowej @ wynika, ze optymalny test Hy przeciwko H; jest testem zrandomizowanym. W
przypadku testowania hipotez dotyczacych ciagltych rozktadéw prawdopodobienstwa mozna stala y przyjac
réowng 0 i otrzymac w ten sposob test niezrandomizowany. W przypadku dyskretnym zwykle nie mozna znalez¢
testu niezrandomizowanego o zadanym rozmiarze. Mozna jednak znalez¢ optymalny test niezrandomizowany o

rozmiarze zblizonym do zadanego. Lemat Neymana-Pearsona podaje porzadek w jakim nalezy wlaczacd

pl(x) I

poszczegolne punkty przestrzeni prob do zbioru krytycznego. Porzadek ten wyznacza warto$¢ ilorazu o)

wyzsza wartos¢ tego ilorazu tym szybciej punkt x trafia do zbioru krytycznego. Proces ten nalezy przerwac
wowczas, gdy dotaczenie nastgpnych punktow do zbioru krytycznego powoduje przekroczenie zalozonego

poziomu istotnosci.

Zwykle w konstrukcji testu wystepuje etap posredni polegajacy na wyznaczeniu tzw. statystyki

testowej T: 9 aX—>T(X), ktéra przenosi dalsze rozwazania z przestrzeni (&, B, P={Py: O ®}) do

,prostszej” przestrzeni (R, %, #/={P] :0 € O}).

Przyklad. Niech (X),...,X,) (n=9) bedzie ciagiem iid o rozktadzie P z dystrybuantg F. Znalez¢ test
najmocniejszy na poziomie « dla problemu testowania hipotezy Hy: P=N(0,1) przeciwko alternatywie
Hi: P=N(1,1).

Zgodnie z lematem Neymana-Pearsona obszar krytyczny testu najmocniejszego ma postac

- >k 1,,62':‘ }={(X,...X): T(X):)_(:%ZXi>k}przy

(2m)? @m)? i-1

ey Sy X
(X,pn X))o
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czym Py( X > k )=a . Statystyka testowg jest wiec w tym przypadku 7'(X) = X . Wiadomo, ze w
przypadku prawdziwosci Hy statystyka X marozktad N (0,3) (c=1). Stad

P(X >k)ya=0,05= k=F, (-a)= FA;(IO,i)(O,95) =0,55. W jezyku programu

N (0,1
STATISTICA k = vNormal(l — «;0;1/3)
W przypadku prawdziwoéci hipotezy H, statystyka X ma rozktad N(l,%) . Wobec tego mozemy dla

zadanego poziomu istotno$ci wyznaczy¢ moc testu :

moc=P(X >k)=1 _FN(l,i)(k) =0,91.

Powtarzajac obliczenia dla dowolnego ae(0,1) mozemy wyznaczy¢ krzywa mocy znalezionego testu
Ho:m =0 przeciwko Hi:m =1

moc(a)=1-F (FA;(II%)(I -Q)).

N(0Y)

W jezyku programu STATISTICA moc(«) =1—INormal(vNormal(l — «;0;1/3);1;1/3)) .

Ustalajac poziom istotnosci «=0,05 mozemy wyznaczy¢ funkcje mocy testu moc(m) na poziomie
a=0,05 dla réznych alternatyw m. Z konstrukcji testu wida¢ ze ma on doktadnie taka samg posta¢ w
przypadku testowania hipotezy prostej Ho: m = 0 przeciwko ztozonej alternatywie H;: m > 0 . Funkcja

mocy testu, to zalezno§¢ mocy testu od parametru m specyfikowanego przez hipoteze alternatywna.
moc(m)=1- FN(M%) (FA;(IO,%) (0,95)).

W jezyku programu STATISTICA moc(m) =1-INormal(VNormal(0,95;0;1/3);m;1/3)

Krzywa mocy testu najmocriejszego hipotezy (n=9) Funkcja mocy testu hipotezy Hy: m=0  (n=9)
Ho:m=0 vs Hq:m=1 vs Hy (>0 test najmocniejszy) (m<>0 test naj i
a=0.05
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Krzywa mocy (a) i funkcja mocy (b)

# rozktad p-wartosci dla testu N(0,1) vs N(1,1)
m <- 10000 #liczba generacji
n <- 9 #rozmiar probki
P <- ¢() #dynamiczna deklaracja wektora
for (iin 1:m){
X <-rnorm(n,0,1)
Tx<-mean(X)
P[i] <- 1-pnorm(Tx,0,1/sqrt(n))
} # koniec petli for
hist(P, prob=TRUE) # Analizujemy wyniki:
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Histogram of P

Density
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#zamiast petli for

P<-replicate(m, 1-pnorm(mean(rnorm(n,0,1)),0,1/sqrt(n)))
hist(P, prob=TRUE)

#dystrybuanta empiryczna rozktadu p-wartosci
plot(ecdf(P))

ecdf(P)

1.0

Fn(x)
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Def. Test ¢ ztozonej hipotezy Ho: € € @, przeciwko ztozonej alternatywie Hy: 6 € & nazywamy
testem jednostajnie najmocniejszym na poziomie @, gdy dla kazdego testu w H, przeciwko H,

na poziomie & prawdziwy jest warunek: VOe®, B 0)=p,(0).

W pewnych (nielicznych) przypadkach mozna z lematu Neymana Pearsona skonstruowac test

jednostajnie najmocniejszy ztozonej hipotezy przeciwko zlozonej alternatywie.

Testy nieobcigzone

W sytuacji, gdy nie istnieje test jednostajnie najmocniejszy na poziomie & mozemy probowac
ograniczy¢ klase testow, podobnie jak ograniczyliSmy klase estymatorow do estymatorow
nieobcigzonych i by¢ moze w tej ograniczonej klasie znajdziemy test jednostajnie najmocniejszy.

Def. Test ¢ nazywamy testem nieobcigzonym na poziomie istotnosci ¢, gdy



Statystyka Wyktad 6 Adam Cmiel A3-A431la cmiel@agh.edu.pl

e sup S O)=<a, czylijest on testem na poziomie o
0€0,
o VPO, BAOza
czyli prawdopodobienstwo odrzucenia Hy gdy jest ona falszywa jest co najmniej takie jak prawdopodobienstwo
jej odrzucenia, gdy jest ona prawdziwa. Inaczej moc testu ma by¢ co najmniej tak duza jak rozmiar testu.



