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Przeglad wybranych testow

Testy dotyczace wartosci oczekiwanej w rozkfadzie normalnym i problem
testowania rownosci srednich w dwoch zaleznych populacjach o rozkfadzie

normalnym.

Model 1. Niech X=(X,,....X,) bedzie proba prosta z rozktadu N(m,o”) przy czym o jest znane.
Testujemy hipoteze

1. Hp.: m>m, wobec alternatywy H;,: m<my

2. Hgy: m<my wobec alternatywy H,: m>mj

3. Ho:: m=my wobec alternatywy H.: m=m

Statystyka testowg jest

T(X):J;X_mo ’

(o}

ktéra przy ustalonym m ma rozklad N («/; “—0 1) . Zbior krytyczny (odrzucenia Ho) C na poziomie o

konstruujemy nastepujaco:

. C={X:T(X)<u,} dla alternatywy H,: m<my
2. C={X:T(X)2u,_,} dla alternatywy Hp: m>myq
3. C={X: [T(X)|2u, .} dla alternatywy H.: m#myg

gdzie u, jest kwantylem rz¢gdu o rozktadu N(0,1)

Uwaga. W przypadku 112 test jest jednostajnie najmocniejszy. W przypadku 3 test jest jednostajnie
najmocniejszy w klasie testow nieobcigzonych. Test jednostajnie najmocniejszy w tym przypadku nie

istnigje.

Model 2. Niech X=(Xi,...,X,) bedzie probg prosta z rozktadu N(m,c’) przy czym o jest nieznane.
Testujemy hipoteze

1. Ho,: m>m, wobec alternatywy H,: m<m,

2. Hgy: m<my wobec alternatywy H,: m>mj

3. Ho.: m=my wobec alternatywy Hi.: m=my

}_ I n n PR
Statystyka testowa jest T(X):\/; Smo , gdzie X =13 X, S? :LZ(XA -X)°,

n i=1 i=1
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ktora przy prawdziwosci Hyp ma niecentralny rozktad #-Studenta o n-1 stopniach swobody i parametrze
niecentralnoéci A =+/n “= (czyli t,,,). Zbior krytyczny (odrzucenia Hyg) C na poziomie «

konstruujemy nastepujaco:

l. C={X:T(X)<u,} dla alternatywy H,: m<my
2. C={X:T(X)>u, ,} dla alternatywy Hyy: m>myq
3. C={X: [T(X)|2u, .} dla alternatywy H;.: m#my

gdzie u, jest kwantylem rz¢du o rozkladu centralnego ¢ Studenta ¢, .

Uwaga. W przypadku 112 test jest jednostajnie najmocniejszy. W przypadku 3 test jest jednostajnie
najmocniejszy w klasie testow nieobcigzonych. Test jednostajnie najmocniejszy w tym przypadku nie

istnieje. Dla n >30 rozkfad ¢-Studenta aproksymujemy rozktadem normalnym N(0,1).

Powyzsze testy moga by¢ uzyte do porownywania wartos$ci oczekiwanych w dwoch prébach

zaleznych o rozkladzie normalnym.

Niech (X1,1),...,(X,,Y,) bedzie proba prosta z dwuwymiarowego rozkladu normalnego

m V. C._
N( T | .5 ¥ ]. Chcemy testowaé hipoteze
m, [|C V

rx y
Hy: m=m, przeciwko alternatywie Hy: m#m,

Z powyzszym problemem mamy do czynienia, gdy dla tego samego pacjenta rejestrujemy dwa
pomiary pewnej wielko$ci przed i po zazyciu leku.
Definiujac zmienng Z=Y-X , ktora mozemy interpretowac jako poprawe spowodowang zazyciem leku
dostajemy probe prosta (Z,,...,Z,) z rozkladu N(m.,o?) , gdzie
V. C. -1
. 2 x Xy
.= M- My 1 =-11
e 7 [ ]{ny Vy:HI}

i problem sprowadza si¢ do testowania hipotezy Hy: m.=0 wobec alternatywy H;: m,=0 (lub m >0
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Testowanie rownosci Srednich w dwéch niezaleznych populacjach o
rozkfadzie normalnym.

Niech X=(Xi,....X;) i Y=(Y,...,Y,,) beda niezaleznymi prébami prostymi z rozktadéow N(m,,o%) i
N(m,,c”) odpowiednio. Nieznana wariancja o” jest taka sama w obu rozktadach.
Testujemy hipoteze
Ho: m=m, wobec jednej z alternatyw H,: m<m,, , Hy,: m>m,,, Hie: mzm,
Statystyka testowg jest
nm(n+m=2) X-Y

BN YRE O S Y A

ktora przy prawdziwosci Hy ma rozktad ¢-Studenta o n+m-2 stopniach swobody (czyli #,+,,.2). Zbidr

T(X.,Y)=

krytyczny (odrzucenia Hy) C na poziomie & konstruujemy nastgpujaco:

. C={X:T(X)<u,} dla alternatywy H,: m,<m,
2. C={X:T(X)2u,_,} dla alternatywy Hy: m>m,
3. C={X: [T(X)|2u, .} dla alternatywy Hi.: m#m,

gdzie u, jest kwantylem rzedu o rozktadu ¢, .
Uwaga. W przypadku 112 test jest jednostajnie najmocniejszy. W przypadku 3 test jest jednostajnie
najmocniejszy w klasie testow nieobcigzonych. Test jednostajnie najmocniejszy w tym przypadku nie

istnieje. Dla n >30 rozklad #-Studenta aproksymujemy rozkladem normalnym N(O,1).

Nieparametryczne odpowiedniki powyzszych modeli testowania hipotez -testy
Wilcoxona i Manna-Whitneya.

Rozwazmy jeszcze raz problem poréwnywania dwoch prob zaleznych. Niech (X3,Y1), ..., (X,Yn)
bedzie proba prosta z pewnego dwuwymiarowego rozktadu ciaglego. Sytuacja taka odpowiada np.
pomiarowi pewnej zmiennej dla tych samych jednostek eksperymentalnych przed i po zastosowaniu
terapii. Definiujgc zmienng Z=Y-X , ktdrg mozemy interpretowac jako poprawe spowodowang terapia,
dostajemy probe prosta (Z,...,Z,) z pewnego rozkladu ciaglego. Jesli terapia jest nieskuteczna, czyli
zmienne X i Y majg taki sam rozktad, to zmienna Z ma rozktad symetryczny wokoét 0. Oznacza to ze
zmienne Z (poprawa) i —Z (pogorszenie) majg taki sam rozktad. Oznaczajac przez Fy(f) dystrybuante
zmiennej Z widaé, ze F.({)=P(-Z<t)=1-P(-Z>t)=1-P(Z<-t)=1-F(-t). Warunek symetrycznosci (wokot
0) rozkltadu zmiennej Z przybiera posta¢ F(t)+FA-f)=1 dla kazdego teR. Jezeli skutkiem terapii jest

przesunigcie rozktadu, to zmienna Z ma dystrybuante F(:—A) gdzie F jest nieznang dystrybuanta

rozktadu symetrycznego wzgledem 0 a parametr A nieznanym parametrem przesunig¢cia. Testowanie

skutecznosci terapii sprowadza si¢ do testowania hipotezy o parametrze przesunigcia A.
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Niech Z,, ...,.Z, bedzie proba prostag z pewnego rozkltadu F(:—A)gdzie F jest ciggla dystrybuantg

rozkladu symetrycznego (wzgledem zera). Jest o oczywiscie nieparametryczna rodzina rozktadow.

Parametrem jest para (F,A) €FgymxR (Fgym jest zbiorem symetrycznych wzgledem zera absolutnie

ciggtych dystrybuant na R.

Testujemy hipoteze
Hop: A=0 (terapia jest nieskuteczna)

wobec jednej z alternatyw
Hi.: A<O albo Hy,: A>0 albo Hy: A=0.
Dystrybuanta F jest w tym przypadku parametrem zaktocajagcym. Problem testowania jest
niezmienniczy wzgledem grupy wszystkich transformacji z, = f(z,) , i=1,...,n takich, ze f jest ciagla,
nieparzysta i $ciSle rosngca. Transformacje powyzsze zachowuja znaki obserwacji i porzadek
bezwzglednych wartos$ci obserwacji.
Oznaczmy przez R=ranga | Z;| wsrod |Z,],...,|Z,|
Mozna pokaza¢ (Lehmann), ze maksymalnym niezmiennikiem jest zbidr rang R,,...,R,. Redukcja

przez statystyki dostateczne zastosowana do maksymalnego niezmiennika prowadzi do rang

R[,..,R;, odpowiadajacych dodatnim obserwacjom Z,, ...,Z, ( ktorych jest k).

Statystyka oparta na tym niezmienniku ma rozklad niezalezny od dystrybuanty F'e¥gm. Statystyka

k
testowa jest statystyka Wilcoxona W = Z R’ .
i=1

LLX;,>0

0. X. <0 i=1,...,n ciag zmiennych losowych. Przy prawdziwosci Hy zmienne losowe
, A; <

Oznaczmy przez S, = {

St,....Sy sa niezalezne o rozkladzie Bernouliego B(1,3) wiec E(S;) =5 V(S;) =7

k n n
Przy prawdziwosci Hy E(W) = E(ZRf) = E(Z’?Si) = Z’?E(Si) = "(";1)%:@

i=1 i=1 i=1

k n n
V(W) — V(leJr) — V(ZFISI) — zrle(Sl) — n(n+l)é2n+l)% — n(n+12)5‘2n+1) .
i=1 i=1 i=1

W zaleznosci od hipotezy alternatywnej obszar krytyczny konstruujemy lewostronny, prawostronny,
obustronny. Rozktad statystyki W jest stablicowany (Zielinski R, Zielinski W., Tablice statystyczne)

Dla n>16 stosujemy aproksymacj¢ gaussowska

n(n+1)
T4

w
’ n(n+1)(2n+1)
24

Statystyka ma dla #>16 w przyblizeniu rozktad N(0,1).
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Problem dwadch prob

Niech X=(X,,..,X,) oraz Y =(,..Y, )beda dwiema niezaleznymi prébami prostymi z
rozktadow o cigglych dystrybuantach odpowiednio Fy i F .

Testujemy hipoteze
H()l FX = FY

wobec jednej z alternatyw

I (location) Hi: F,()=Fy(t-A) A=0,albo,A>0,albo A<0
II (scale) Hi: F()=Fy(L) ,0>0

IIT (Lehmann alternative) Hi: F(0)=1-(1-F, @)™, y+1>0,

IV (stochastic domination) Hi: ()< Fy(¢) Ve 13t Fp(t) # Fy(2)

V (general alternative) Hi: F, (1) # Fy (1)

Ad 1II. W przypadku alernatywy Lehmanna dla ye N, Fy(1)=1-(1—-Fy ()" jest dystrybuantg

minimum z y +1zmiennych X =(X,,...,X )

Ad1V XZY@ F,(O<Fy(®) YVt 13t Fp()# Fy(®)

W kazdym z powyzszych przypadkdéw mamy do czynienia z nieparametrycznym problemem
testowania. Musimy skonstruowac rozsadng statystyke testowa, ktorej rozklad (przynajmniej przy

prawdziwosci Hy: Fy= F,=F nie zalezy od nieznanej dystrybuanty F. W przypadku testowania
hipotezy Hy: Fy= F,=F wobec alternatywy (location) H;: F,(¢)=Fy(t—A) lub alternatywy
(stochastic domination) Hy;: F,(¢t)<F,(¢t) V¢t 1 3Jt: F,(t) # F,(¢) problem testowania jest
niezmienniczy wzgledem grupy transformacji x; = f(x,), y/ =f(y;))(i=Lo,n, j=l..,n,, gdzief
Jest ciagly 1 Scisle rosnacy bijekejg zbioru R na siebie. Niech R, R,, -+, R, ., beda rangami (kolejnymi
numerami) odpowiednio obserwacji Xj,...,X,,¥,....Y, W polaczonej probie X =(X,...,X nl) i

Y=(,..,Y nz)' Maksymalnym niezmiennikiem jest zbiér rang R,,R,,---,R .Oznaczmy przez

27 +n,
S =1L, 1156y 12551 1+, $ ZbIOT indeksow odpowiadajacych obserwacjom Y=(Y,...Y,). Statystyka
testowa testu Manna-Whitneya-Wilcoxona (MWW) jest

W= ZRi (czyli suma rang Y-kow)
ieS

Duze wartosci statystyki W = ZRi $wiadcza przeciwko Hy na rzecz H;: A >0 a male na rzecz H;:
ieS

A < 0. Zkolei zarowno duze i mate wartosci W $§wiadcza przeciwko Hy na korzy§¢ Hi: A #0.
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Rozwazmy schemat losowania bez zwracania 7, elementowego podzbioru S ze zbioru n=n, +n,

1, ieS
elementowego i oznaczmy przez [ i(S)z{ , i=1,..,n dychotomiczng zmienng losowg

0, iegS
okreslong na zbiorze indeksow {L,...,n}.

n,(ny—1)
n(n—-1) °

Oczywiscie 7, =P(ie S)="t,i=1.,nadlai#j 7;=P(i,jeS)=
E([i(S))=7[i > V([i(S)):7[[(1_7[[):”72(1_”72):%’

S ] COV([[(S)[/(S)) = 72'47 —72-/2—./ —__mm

n?(n-1)"

Widac¢, ze
W=>R= Zn:rili (S).
ieS i=1

Stad przy prawdziwosci Hy

EGW) = Zn:’?E([i(S)) _ Zn:rznTz =nTzzri =n72n(n2+1) _ nz(n1;n2+1)
i1 i1

i=1

V= SRV UL+ Ty eouL (S).1,(8) = 23 2 3

l#/ l#/

=%(;62—ﬁ26r_/>=n!’(‘§3 ((n— 1>Zr — )= 1>("Zr —er)

i#j i#j

mn mn n(n+1)(2n+1) n(n+1) mn (n+1) 1 nn, (ny+n,+1)
= O (L)) = i (r e () < g

Znane s3 rozklady statystyk testowych dla matych n;i n, (ktére nie zaleza od F, zobacz Zielinski R.

Siedem wyktadow...) i aproksymacja normalna dla duzych n, i n, (twierdzenie Hoeffdinga).

_ ny (m+ny+1)
2

Statystyka ——=—— ma rozklad zbiezny do rozktadu N(0,1), gdy min( n, , n, )—>co.
[ mny (my+ny+1)
Aproksymacja ta jest wystarczajaco doktadna dla min(»,,n,)>4 1 n, +n,>20 (Plucifiska).
Uwaga: Powyzszy rozklad graniczny nie wynika z CTG Lindeberga Levy’ego, gdyz zmienne losowe

1.(S)w sumie W = ZRi = ZI;Ii(S) sa zalezne.

ieS i=1
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Test zgodnosci Kotmogorowa

Niech X=(X},...,X,) bedzie proba prosta z rozkladu o cigglej dystrybuancie Fe.%.. Niech Fye.. bedzie
ustalong ciagla dystrybuanta. Testujemy hipoteze

Ho: F=F), (hipoteza prosta)
wobec jednej z alternatyw

Hi.: F<F, albo Hiy: F>Fy albo Hi.: F#Fy .

Oznaczmy przez 13'” dystrybuante empiryczng i rozwazmy nastepujace statystyki Kotmogorowa:

D; =sup(F,(x) - Fy(x)),

D> =sup(F,(x) - F.(x)),

D, =sup| F,(x) = Fy(x)|.
Niech (X ),...,X,)) bedzie wektorem statystyk pozycyjnych (proba uporzadkowang).
Dowodzi si¢, ze D, =max(+—F(X,)), D, =max(F(X,)-+=), D, =max{D,,D,}. Przy

prawdziwosci Hy rozklady statystyk Kotmogorowa nie zalezg od Fj i sa znane. Znane s3 rowniez

rozklady graniczne wyzej wymienionych statystyk. Duze warto$ci statystyki D, $wiadcza na

korzys$¢ Hy, (przeciwko Hy). Podobnie duze statystyki D $wiadcza na korzy$¢ Hyy, (przeciwko Hy) a
duze statystyki D, $wiadcza na korzy$¢ H;. (przeciwko Hy) .

Jezeli F jest dystrybuanta rozktadu N(m,o?), ktérego parametry m i o nie sg znane lub dystrybuant
rozktadu wyktadniczego E(A) z nieznanym parametrem A , to dokladny rozktad statystyki D, zostal

wyznaczony przez Lillieforsa. Test Kotmogorowa Lillieforsa moze by¢ wigc uzyty do testowania

hipotezy o normalno$ci rozktadu.

Test zgodnosci chi- kwadrat

Rozwazmy eksperyment, ktory moze si¢ zakonczy¢ jednym z k réznych wynikoéw 4,,....4; przy czym

k
p=P4)) ; 0<p<1, j=1,...k; Z p; =1. Powtarzajac eksperyment w niezmiennych warunkach  razy

j=1
rejestrujemy liczno$ci poszczegdlnych zdarzen. Niech X; oznacza liczbe zaobserwowanych zdarzen A;.
Oczywiscie
k

n! " n
P(X,=n,..X,=n)= 2 /i ij=laznj=n-

k
nl.n! o =

Powyzszy rozklad wielomianowy jest uogolnieniem rozktadu dwumianowego.
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Chcemy testowac hipoteze

Ho: (s i) = ()., py) (hipoteza prosta)
przeciwko
Hi: (pyes py) # (PLoenn pL) (hipoteza ztozona)
Pearson udowodnil, ze statystyka
i% ma graniczny (7 — o0 ) rozktad ;7
i=1 i
Poniewaz statystyka Pearsona jest pewng miara odstepstw licznosci obserwowanych od oczekiwanych

przy prawdziwosci Hy , "duze" warto$ci statystyki Pearsona $wiadcza przeciwko hipotezie Hy . Wobec

. . . A —np))?
tego Hy nalezy odrzuci¢ na poziomie ¢, jezeli Z%

i=1 np;

> yi(l—a), gdzie y7 (1-a) oznacza

kwantyl rzedu 1-a rozkladu y7 .

Testowanie zlozonej hipotezy zgodnosci

Ho: (pyse-s i) = (p1(O)s..., i (0)) , gdzie OeR’ ; s<k-2 przeciwko H;: ~H,.

Niech éb@dzie estymatorem najwigkszej wiarygodnos$ci parametru 6. Oznaczmy p, = p, (é) ;=1L

- (n — ”15)2 : 2
Woweczas statystyka Z% ma graniczny rozktad y; ..

i=1 np;
Dalsza procedura jest kopig powyzszej z jedyng modyfikacja dotyczacg iloSci stopni swobody

granicznego rozktadu y; | ..

Test W Shapiro-Wilka

Jest to powszechnie uwazany za "najlepszy" uniwersalny test normalnosci.
Niech X=(X,...,X,) bedzie proba prosta z rozktadu o cigglej dystrybuancie Fe.%.
Testujemy hipoteze

Ho: F= F, , gdzie Fj jest dystrybuanta rozktadu N(m,02 Yymi o° nie Sg znane,
wobec alternatywy

Hi: F#F)

e Opis konstrukcji testu Domanski C., Statystyczne testy nieparametryczne, PWE

2] 2

Zain (X(n+l—i) - X(i))
i=1

W = - —
Z(‘Xi_)()2

Wspotczynniki a,, sa tablicowane dla n <50 . Hipoteze zerowa odrzucamy, gdy W<wy,,. Dla

n > 50 sa dostepne programy komputerowe obliczajace te wspotezynniki.



