Statystyka Wyktad 8 Adam Cmiel A3-A431la cmiel@agh.edu.pl

Testy oparte na ilorazie wiarygodnosci

Problem testowania hipotez (przypomnienie)
Niech (& B, P={Py : 8c0®}) bedzie przestrzenig statystyczng przy czym 0=0,U0; i ©;NO=J.
Problem. Na podstawie proby (wyniku eksperymentu) Xe & zweryfikowa¢ hipoteze
Hop: 6e®, wobec alternatywy H;: 0®,.
Rozwigzaniem powyzszego problemu jest funkcja ¢: XaX—p(X)€[0,1] zwana testem statystycznym

(zrandomizowanym lub niezrandomizowanym).

Zal6zmy ponadto, ze rodzina rozkladow P={Py : fc®} jest dominowana przez pewng o-skonczona

miar¢ 4 (zwykle miare liczacg lub Lebesgue’a) 1 oznaczmy gestos¢ rozktadu P, wzglgdem miary u

dP, . . . .
przez p, = d—g. Rodzing #={P,: 6=®} mozna wigc utozsamic z rodzing gestosci P={py: Oc®}.
i

Wiadomo, ze

e [Lemat Neymana-Pearsona podaje sposob konstrukcji testu najmocniejszego (czyli optymalnego w
tym podejsciu) hipotezy prostej przeciwko prostej alternatywie

e (Czasami udaje si¢ skonstruowaé test najmocniejszy hipotezy prostej przeciwko ztozonej
alternatywie- np., gdy statystyka testowa testu najmocniejszego hipotezy prostej przeciwko proste;j
alternatywie nie zalezy od tej alternatywy dla alternatyw z pewnej klasy.

e Rzadziej, zwykle w jednowymiarowych rodzinach wykladniczych, wykorzystujac ich pewne
»,monotoniczne” wlasnosci, mozna skonstruowac test jednostajnie najmocniejszy hipotezy
ztozonej przeciwko ztozonej alternatywie- przyklady na ¢wiczeniach.

e Podobnie rzadko potrafimy konstruowa¢ testy optymalne w podejsciu minimaksowym lub

bayesowskim.

Pytanie. Czy istnieje jaka$ heurystyczna metoda konstrukeji testow niekoniecznie optymalnych, ale
praktycznie uzytecznych (podobnie jak metoda NW w teorii estymacji)
Okazuje si¢ , ze w problemie testowania hipotez koncepcja najwigekszej wiarygodnoSci jest rowniez

bardo owocna.

Niech L(8;X) bedzie funkcjg wiarygodnosci w przestrzeni (& B, $={Py: 6c0})
Def. Wiarygodnoscig hipotezy H;: 8e®; gdy zaobserwowano Xe & nazywamy liczbe

Ly (X)=supL(0,X).
=CH
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Uwaga. Wiarygodnos¢ hipotezy H; mozemy interpretowac¢ w przypadku dyskretnym jako najwigksze
prawdopodobienstwo, przy prawdziwosci H; , uzyskania zaobserwowanego Xe <. Podobng
interpretacje (z oczywistymi modyfikacjami zwigzanymi z interpretacja gestosci) mamy w

przypadku cigglym.

Jezeli weryfikujemy hipoteze Hy: 8e®, wobec alternatywy H;: 8®, , to nalezy zakwestionowaé
hipotez¢ Hy, gdy bardziej wiarygodna jest hipoteza H; , tzn. gdy
Ly, (X)
Ly, (X)

0 ="+»

gdzie Ay jest tak dobrang stala, aby rozmiar testu nie przekraczal poziomu istotnosci a, czyli

L, (X
supPg{X: H‘(X;>/10J3a.

00,

Niech @ bedzie taka wartoscia parametru 6@, (o ile istnigje), ze L(6,X)=L n, (X) =sup L(0, X),

0cO,
czyli zaktadamy , Ze w punkcie @ realizuje si¢ wiarygodno$é hipotezy zerowej (czyli jest osiagany
odpowiedni kres) i niech 60 bedzie estymatorem najwickszej wiarygodno$ci parametru 8 czyli

L(6,X)=supL(0, X).

0O
Estymator 0 nazywamy bezwarunkowym ENW a 0 nazywamy warunkowym (przy prawdziwosci
Ho) ENW parametru 6.
Widac¢ , ze dla 4p>1 mamy nast¢pujaca rownowaznosc

Ly (X) N L0, X)
Ly, (X) L6, X)

> A,

bo L, (X)>Ly (X) < sup L(0,X)=sup L(0,X)

0O =
L(é X) sup L(4, X)
Def. Wielkos¢ A(X)= —2—~2 =29 nazywamy ilorazem wiarygodno$ci a test Hy
L, X) supL(d,X)
€0,

przeciwko H; o obszarze krytycznym (obszarze odrzucenia Hy) postaci
C=1X: A(X0)> Ao}

gdzie Ap>1 jest odpowiednio dobrang statag nazywamy testem opartym na ilorazie wiarygodnosci.
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Przyklad 1. Test -Studenta jako test oparty na ilorazie wiarygodnosci.
Niech X=(X,,...,X,) bedzie proba prosta z rozkladu N(m,c”) z nieznanymi parametrami m ic”.
Testujemy hipoteze

Ho: m=m, wobec alternatywy H;: m=my.

Funkcja wiarygodnosci ma postaé

S Z(X m)
L(m,0;X) = (2720') Te i

Stad (m,6)=(X, /%Z(Xi —X)? )= ENW[(m,o)]. Wobec tego
i=1

_n 7%2 > (X’7X)2 —n
L(m,6;X)=Q2n6%) 2e 7 =(276?%) e

Podobnie przy prawdziwosci hipotezy Hy funkcja wiarygodno$ci ma postac

_n 7%i(xi7”10)
L(o; X)=Qrc?) 2e 7 F . Skad tatwo wida¢, ze & \/ Z(X —my)’ )=ENW[o] i
i=1
Z(X mo) o
L(6: X)=Q2n6?) 2e =(27n6%) e 2.
Wobec tego
S (X, —my)? S (X, ~X) + (X ~my)?
C={Xu1()()>k1}={)(:"=”1—>k2}={)(:"=1 - >k,}=
DX, -X)? DX, -X)’
i=1 i=1
S (X, X 4 (X —my)’ -
(X ;1 >k2}={X;1+—’:(X_’”) Sk, ={X: —”(X M) gy=
Z<X - Xy >, - X > x, -1
oI X=ml
ﬁZ(XI _)_()2
\/;()_(_mo)

Wiadomo, Ze przy prawdziwosci H, statystyka testowa #(X) = ma rozktad 7,4

\/,,lliuc - X

Z(X - X)?

Studenta o n-1 stopniach swobody, gdyz zmienne losowe

maja

\/_(X mo)

o o

odpowiednio rozktady N(0,1)i y>, oraz sa one niezalezne (tw Fishera -wniosek z tw. Basu).
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Wobec tego test oparty na ilorazie wiarygodnosci hipotezy Hy: m=m, wobec alternatywy H;: m=m;

\/;|)?_mo|

ﬁZ(XI _)_()2

i=1

ma obszar krytyczny postaci C ={X :|t(X)|= >t(1-%,n-1)} gdzie ¢(p,n)jest

kwantylem rzedu p rozktadu #-Studenta o n stopniach swobody.

Przyklad 2 Testowanie rownosci §rednich w rozkladach normalnych.
Niech X=(X,,...,X,,) i Y=(Y1,...,Y,) beda niezaleznymi probami prostymi z rozktadow N(m,,c?) i
N(m,, o%) z nieznanymi parametrami m,, my 1 o”. Testujemy hipoteze

Hy: m,= m,=u wobec alternatywy H;: m,# m,

Funkcja wiarygodnos$ci ma posta¢

m+n

_ *j{Z(X,fmx)z+Z(Yj7my)2}
L(my,m,,0;X,Y) = (27102) 2 e il = '

a jej logarytm

Im,,m,, 63 X,Y) =22 1n(27) — (m+n)Ino —— {3 (X, —=m,)> + S.(Y, = m,)?}
i=l j=1

202

Latwo widac, ze

(nax,my,c})q)?j,\/mlw {i(){i - X)? +i(yj ~Y)? )=ENW[(m,,m,,0)].

i=1 j=1

Stad L(,m,,6;X,Y) = (276%) e 7.
W przypadku prawdziwosci Hy: m,= m,=u funkcja wiarygodnosci przybiera postac¢

m+n

e X YY)
L(y,o-;X,Y)=(27z0'2) 2 e = s .

Stad

10X ¥) = =252 0(2) = (m+ mne — 430X = 0 + 2 (= )
i= Jj=

202

1w konsekwencji

(1,6)= (i X + 2 ?,J DX, = )P Y, — i) = ENWL(, )],

Wobec tego

_min

L(i,6:X,Y) =267 T e

Test oparty na ilorazie wiarygodnosci Hy przeciwko H; ma obszar krytyczny postaci
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DXt YY)
C={(X,Y): AX,Y) >k} ={(X,Y): = j=1

DX XY +§"‘,(Y_, Yy’
i=1 j=1

DX =X+ (X = @) + Y (¥, =T+ (¥ = 1))’
j=1

>ky} =

(X,Y): = - L >ky) =
DX =X+ (G-T)
i=1 Jj=1
Y_/ v _ mn_ (Y _y\2
(X,Y):1+ m’"(X_“)z +”EY“‘)2 >k} ={(X,Y):— men (X f) >k} =
> (- X+ Y, -F) N -X2 Y, -7y
i=1 j=1 i=1 Jj=1
mn(n+m—2) | /\_, _ ? |
{(XY): [1(XY) = o >k}

DX =X+ (¥, -T)
i1 7=l
Wiadomo, ze przy prawdziwosci hipotezy H, statystyka #(X,Y)ma rozklad #-Studenta #,+,, ©0

n+m-2 stopniach swobody, gdyz:

= 0y = 2 1 & = 1 & = . . .
X~N(u,%), Y ~N(u,%), _zZ(Xi —X)2~;(§H, _zZ(Xi —X)2~;(§71 1 wszystkie zmienne
O o o

i=1

sg niezalezne. Wobec tego X-Y~N(O,(L+1)o?)=N(0,2257)

1 m _ 1 m _ X
—S 2 (X, = X))+ (X, - X)*~ 4., (tw. 0 dodawaniu)
(o mr) O =l

i obie zmienne sg niezalezne.

mn(n+m-2) ()_( _ ?)
Stad z definicji rozktadu #-Studenta #(X,Y) = i ~t

\/i(){i -X)* + i(yj -Y)?
i=1 j=1

m+n—2"*

Graniczny rozkitad ilorazu wiarygodnosci

Tw. Przy pewnych warunkach regularnosci (regularny model Cramera-Rao) statystyka 2InA(X) ma
dla kazdego Oe O, (czyli przy prawdziwosci Ho) graniczny rozktad y’ o r stopniach swobody, gdzie r
jest liczba ograniczen nalozonych na @ potrzebnych do wyspecyfikowania Hy.

Uwaga. W przykladach 112 statystyka 2InA(X) ma graniczny rozklad y;

Uwaga. Aproksymacja +/2y; —v2n—1~ N(0,]) (dla dostatecznie duzych n)
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Wprowadzenie do ANOVA

Wiemy juz jak mozna testowac hipoteze
Hy: m=m,

o réwnosci Srednich wobec alternatywy
H,: mzm,:

Problem. Jak testowa¢ hipoteze o réwnosci $rednich w k populacjach zaleznych lub niezaleznych

Dla ustalenia uwagi rozwazymy przypadek prob niezaleznych. Doktadniej; na podstawie & niezaleznych prob

prostych z odpowiednich rozktadéw normalnych

X ey Xy, iid N(my, o)

1n,
X yppes Xy, iid N(ma, o)
X pppeos X, iid N(my, o)
z nieznang wariancjg o> zweryfikowa¢ hipoteze
Hy: mi=my=...=my
wobec alternatywy
H: ~H,y (inaczej 3(i,j) m#m;).
Poniewaz Hy jest koniunkcjg hipotez H (l)’ :m; =m; 1<i<j<k problem sprowadza si¢ do jednoczesnego
testowania (12‘) hipotez H (l)’ :m; =m, ktore potrafimy juz testowac.
Wydawac¢ by si¢ mogto, ze wystarczy (12‘ ) razy zastosowacé test o0 rownosci 2 srednich w rozktadach

normalnych i odrzuci¢ Hy, gdy sg podstawy do odrzucenia przynajmniej jednej z hipotez H, . 1<i<j<k. Okazuje

si¢, ze taka procedura testowa jest nieefektywna i pojawiaja si¢ problemy z poziomem istotnosci zloZonego

testu.

Rozwazmy nieco doktadniej problem jednoczesnego testowania m hipotez. Przyjmijmy oznaczenia

(L B, P={Py : Oc@}) - przestrzen statystyczna

H;:0e® - itaszczegolowa hipoteza zerowa
H 11 0¢ @f) - i-ta szczegoOtowa hipoteza alternatywna
@, - test H é przeciwko H ll o0 obszarze krytycznym C; i obszarze akceptacji 4,=9C-C; na poziomie

istotno$ci ;. Przyjmiemy, ze V 1<i<m «a;= a.
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Testujemy

H,:V1<i<m 6e®) wobec alternatywy

H,:31<i<m 0 ¢0®) bedacej zaprzeczeniem H,

Inaczej testujemy H,: ¢ ﬂ@g wobec alternatywy H,: 6 ¢ ﬂ@g

i=1 i=1

Naturalny test ¢ hipotezy Hy ma obszar krytyczny C = U C, 1obszar akceptacji 4= ﬂ A; - (inaczej

i=1 i=1

p(X)=1, (X))
U .

i
i=1

Wobec tego mamy P, (C) =P, (U C)< ZPHO (C)=ma .

i=1 i=1
Rozmiar testu ztozonego ¢ jest wige zdecydowanie wigkszy niz rozmiary testow szczegoétowych. Wykonujac 20
poréwnan na poziomie a=0.05 w przypadku rownos$ci wszystkich §rednich i tak przecietnie 20 - 0.05=1 raz

zaobserwujemy ,falszywie istotng roznice”. Uwagi o FDR Benjaminiego-Hochberga.

Whniosek. Potrzebny jest inny (specjalny) test do jednoczesnego testowania
hipotez

Intuicja. Oznaczajac przez X ;= ni Z X ; probkowa srednig w i-tej grupie ktora jest ,,dobrym” estymatorem m;
o

i=1,...,k spodziewamy si¢, ze w przypadku prawdziwosci Hy: m=m,=...=m, $rednie te nie powinny si¢ wiele

rozni¢. Wydaje si¢ rozsadne przyjac jako statystyke testowg jakas miarg zréznicowania tych srednich na

ko _ ko
przyktad T\= Z (X, -X )2 , gdzie X = i Z Z X; jest $rednig probkowa wszystkich obserwacji. Statystyka

i=1 i=1 j=1

ko ko _ _
testowa mogta by tez by¢ jedna ze statystyk T2:Z|XI- -X], T3:Z|Xi - Med{X,,..X,}| lub

i=l i=l
Ty=max{Xy,....X;}- min{X,,...,X;}. Za wyborem T przemawia jej posta¢ formy kwadratowej, ktéra moze mie¢

jakis rozklad y*.
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Konstrukcja testu rownos$¢ & srednich w rozkladach normalnych opartego na ilorazie wiarygodnosci.

(mozna poming¢, gdyz jest to szczegdlny przypadek testowania tzw. hipotezy liniowej ktora bedzie omdwiona
w kolejnym wyktadzie)

Oznaczajac przez X wszystkie obserwacje w probie mamy funkcj¢ wiarygodnosci postaci

nj

k
L, 2 (X

L(m,,..m,,0%X)=Q270°) 2e = =7 skad tatwo otrzymujemy estymatory NW
1o M

n;

— k — _n _n
my=X, =LY X, =k, 67 =13 (X, - X)) i LOy,..my,67:X) = (2767) "e 2.
i=1 j=1

Podobnie w przypadku prawdziwosci Hy oznaczajac przez m wspolng srednia mamy funkcje¢ wiarygodnosci

nj

k
) *TQZZ(erf

L(m,c*;X)=(2nc?) 2e =~ A , dla ktorej znajdujemy argument ktory ja maksymalizuje

k. on k _ k_n; _ n _n
m=X=1Y3X =>2X 167 =1Y3 (X, -X)*.Stad L(m,6%X)=(2m0?) te :.

i=1 j=1 i=1 i=1 j=1

2\
Iloraz wiarygodnosci jest wigc postaci A(X) = (0:_2} . Stad test rozwazanej H, ma nast¢pujacy zbior
o
krytyczny:
2)2 2 2 A2
c c c° -0
C:{X:Z(X)z(A—zJ >k ={Xi—=>kt={Xi———>k}
o o o

Zauwazmy, ze

Zk:i()(y -X)* = Zk:i()(y _)_(l- +)_(l- -X)? = Zk:i(){y _)?[)2 +Zk:ni()?f - X’

i=l j=1 i=l j=1 i=l j=1

Nazwijmy odpowiednie sumy

kom .
Z Z (X i X )2 catkowita suma kwadratow (SS;o1)
i=l j=I1
kom .
Z Z (X; — X)) 2 suma kwadratow wewnatrz grup (SSyimin)
i=l j=I1
k —_— —
Z n(X,—-X )2 sumg kwadratow pomiedzy grupami (SSpeween)

i=1

Jesli podzielimy kazda z sum przez n to otrzymamy odpowiednio probkowe wariancje

n;

k —
62 = - Z Z (X; —X) : probkowa wariancja catkowita
i=1 j=1
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k
62 = % Z (X i~ X, )2 probkowa wariancja wewnatrz grup

1 Z n; ()_( ;= X )2 probkowa wariancja pomig¢dzy grupami

Uzyskalismy dekompozycje, ktora nazywamy analiza wariancji (ANOVA)

Wariancja catkowita |~ Wariancja wewnatrz grup + | Wariancja pomig¢dzy grupami

Uwaga. Test hipotezy H, o réwnosci Srednich oparty na ilorazie wiarygodnosci kaze odrzucié

H, , jesli probkowa wariancja pomiedzy grupami jest duza na tle probkowej wariancji wewnatrz

grup

Konstrukcja testu ANOVA rownosci srednich jest szczegolnym przypadkiem konstrukeji testu dla ogélnej

hipotezy liniowej, dla ktorej pokazane beda wszystkie szczegoly.



