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Hipotezy liniowe

Rozwazany poprzednio problem testowania hipotezy o rownos$ci wartosci oczekiwanych w &
populacjach o rozktadach N(m;, &%), i=1,....k jest szczegdlnym przypadkiem pewnego ogolniejszego

problemu testowania:

Model X=¢t¢e
gdzie XeR" jest wektorem obserwacji
peQc R" jest wektorem srednich, o ktérym wiadomo, ze nalezy do pewnej
wlasciwej podprzestrzeni liniowej Q przestrzeni R, tzn. Qc R" i
dim(Q)=k<n
ge R jest losowym wektorem bledow o rozktadzie &~N,(0,c)
Uwaga: X~N,(¢,cT)

Interesuje nas problem testowania hipotezy
Ho: pcw c Q przeciwko Hi: gpe Q-0,
gdzie o jest pewna wlasciwa podprzestrzenig liniowa przestrzeni Q,
czylio c Q 1 dim(w)=k-r<dim(Q2).
Uwaga. Zbiory o i Q2 sg podprzestrzeniami liniowymi, czyli nie mogg to by¢ zbiory ograniczone np.

kule w R".

Przyktfady
Przyklad 1. Model regresji liniowe;j
x=potpats ,i=1,..,n
& iid. N0,0)
Inaczej
X 1 a, &
=Bl |+ B ¢ |+
X, 1 a, £,
1| a
Jezeli nie wszystkie a;sg sobie rowne, to Q =spany | : |,| : dim(Q)=2.
1| |a

Jezeli testujemy hipoteze o braku wptywu zmiennej a ( tu nielosowej) na X, to problem sprowadza sig

1
do testowania : Hy: =0 wobec alternatywy Hy: =0, czyli o=span< | : | ¢, dim(w)=1.
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Przyklad 2. Porbwnywanie & $rednich
X1 Xy
Rozwazmy k niezaleznych prob prostych : pochodzacych odpowiednio z

X X

kny,
rozktadow N(ml,oz),..., N(my, oz). Mozna wigc napisac

Xy=m; +¢&;,i=,..k,j=1,..n,
przy czym &; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o identycznych rozktadach normalnych N(0, o).
Testowana jest hipoteza Hy: m;,=...=m; wobec alternatywy H;: ~ Hy

W zapisie macierzowym

X.11 1] (0] [0] ‘9}1
1n 0 €
X.21 0 1 21
X;kz - o B P Y A P
X 0 0 1 €
_X.knk | _6_ _6_ _i_ | €, |

X=m1a1+ nmyar*...+ mate.

X=Am+e¢.
W tym problemie
1] [o] [O] 1]
0 0 1
0 1 0 1
Q =span : s S . : dim Q=k , w=span : , dim o=1
0 1 0 1
0 10 1 1
10] [O] 1] 1]

Inna parametryzacja w problemie poréwnywania k §rednich (mozna pomina¢é)

k
Niech m= Y “m. bedzie wazona $rednia grupowych wartosci oczekiwanych. Oznaczajac a=my-m ,
» M be 3 4 grupowy y ]9

i=1

k
i=1,...,k odchylenie wartosci oczekiwanej w i-tej grupie od m otrzymujemy ograniczenie Z"Ta, =0.

i=1
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Po przeparametryzowaniu model mozna zapisa¢ w postaci
k
Xy=m+a;, +g, i=1,...k, j=1,...,n; , przy czym Z"Ta, =0.
i=1
Jest to tzw. parametryzacja z sigma ograniczeniami
Parametr m reprezentuje $redni poziom (poziom odniesienia) dla wszystkich obserwowanych
zmiennych. Parametr ¢; jest odchyleniem warto$ci oczekiwanej w i tej grupie od poziomu odniesienia.
Problem testowania réwnosci k srednich sprowadza si¢ w tym przypadku do testowania hipotezy
k
Ho: ag=...=¢, wobec alternatywy Hy: ~ Hy przy czym Z"Ta, = 0 (parametr m nas nie interesuje).
i=1

Zadanie Przy tej parametryzacji znalez¢ przestrzenie Qi .

(17717 [o] [o] 1]
1 0 0 1
1110 1
Q =span S s : s S . : dim Q=k , w=span S , dim =1
{10 1 0 1
{10 |0 1 1
1] 10] [O] 1] 11

Uwaga: pierwszy z k+1 wektorow jest suma pozostatych.

Jeszcze inna parametryzacja w problemie porownywania k Srednich

k

Niech m = %z m, bedzie Srednig arytmetyczna grupowych wartosci oczekiwanych. Oznaczajac
i=1

o=m;m , i=1,....,k odchylenie warto$ci oczekiwanej w i-tej grupie od m otrzymujemy ograniczenie

z a,=0.

i=1

Po przeparametryzowaniu model mozna zapisa¢ w postaci
k
X, =m+a; +¢&;,i=1,..k,j=1,.,n;, przy czym Zai =0.
i=1
Jest to tzw. parametryzacja z sigma ograniczeniami
Parametr m reprezentuje $redni poziom (poziom odniesienia) dla wszystkich obserwowanych
zmiennych. Parametr ¢; jest odchyleniem warto$ci oczekiwanej w i tej grupie od poziomu odniesienia.
Problem testowania réwnosci k srednich sprowadza si¢ w tym przypadku do testowania hipotezy
k
Ho: ag=...=¢, wobec alternatywy Hy: ~ Hy przy czym Zai = () (parametr m nas nie interesuje)
i=1

Zadanie Przy tej parametryzacji znalez¢ przestrzenie Qi .
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1|1 0 0 1
1] |1 0 1
1110 1 1
Q =span o, : N : dim Q=k , ®w=span : , dim w=1
{10 1 0 1
1{]10] |0 1 1
1] 10] [O] 1] 11

Uwaga: pierwszy z k+1 wektorow jest suma pozostatych.

I jeszcze inna parametryzacja. Przypusémy, ze jedna z grup (dla ustalenia uwagi pierwsza) jest
wyr6zniona np. jest to grupa kontrolna. Przyjmujgc parametry

pr=m;

P=mimy , i=2,....k

X [1] [0] o] | én

In 1 0 0 glnl

X 1 0 &y
=p + B, et Bl |+

szz 1 1 0 €2k,

X 1 0 1 En

ank _1_ _0_ _1_ 8knk

Testowanie hipotezy o rownosci srednich sprowadza si¢ do testowania hipotezy Hy: =0 , i=2,....k.
Parametr f=m; wyznaczajacy ,,poziom odniesienia’ nas nie interesuje.
Parametryzacja z grupg kontrolng jest przykladem parametryzacji oszczednej.

Zadaniel.Linie lotnicze zainteresowane sg pordwnaniem przydatnosci 2 wyswietlaczy dla
kontroleréw ruch lotniczego. Kazdy wyswietlacz byl sprawdzany w 3 symulowanych warunkach
zagrozenia. Dwunastu wysoko wykwalifikowanych kontrolerow z podobnym do$wiadczeniem
zawodowym zostato wybranych do badan. Kontrolerzy zostali losowo przypisani do klatek
(wyswietlacz, warunki zagrozenia) po dwoch do kazdej klatki. Mierzono czas w sekundach potrzebny
do opanowania sytuacji awaryjnej.

Model strukturalny
X =m+ai+,8_/+gy.k i=1,2;7=1,2,3; k=1,2

Za,:O,
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v

&y ~iid N(0,0%)
Uwaga Statistica stosuje nastgpujaca parametryzacje

Z sigma ograniczen otrzymujemy ¢, =—q, 1 ff, = —f, — 3, -Stad

1111 1 0]
A3 |10 1 1 0 1| m :
I 1 1 -1 -1||« €
17t -1 1 olp|':
By (| |1 -1 0 1|p
iy 1 -1 -1 -1 B

Mozna takze dla rozwazanego przypadku zbudowaé ogoélniejszy model uwzgledniajacy interakcje
Wyswietlacz x Zagrozenie, a mianowicie

Xyp=m+a;+p;+y; +&; i=1,2;j=1,2,3 , przy czym

>a,=0,> 8,=0, > y,=0 dlakazdegoj, Y 7; =0 dlakazdego .
j i J

i

Parametryzacja Statistica o N2 T
Va1 Tn T
1711 0 1 0w [
Al 110 1 0 1|g
r | _ 1 1 -1 -1 -1 -1} N <
L1 -1 0 -1 0|5
By | II 1 -1 0 0 —1|7,
| I | 1 -1 -1 -1 1 1|5 |

Po wyborze parametryzacji rozwazany model liniowy mozna zapisaé w postaci gaussowskiego
modelu liniowego
X=AB+e
e~N(0,6°T)
A jest tunielosowg macierza wymiaru (n,k) zwang macierza planu eksperymentu o kolumnach
a;, i=1,....,k ,przy czym dla uproszczenia zatozymy, ze te kolumny sg liniowo niezalezne tzn. rz(A)=k.
Wektor g=E(X) € Qc R" przy czym Q=span{a;; i=1,....k}=Im(A)
Testowaé bedziemy hipoteze liniowa
Ho: HB=0, H jest macierza (v,k) r<k pemego rzedu tzn. rz(H)=r,
ktora specyfikuje podprzestrzefi ©=Im(A g,u) (dim(w)=k-r) bedaca obrazem obcigcia

przeksztatcenia A do jadra przeksztalcenia H, przeciwko H;: ¢e Q-o.



Statystyka Wyktad 9 Adam Cmiel A3-A431la cmiel@agh.edu.pl

Test hipotezy liniowej oparty na ilorazie wiarygodnosci (wariant |)

Na poczatku skonstruujemy estymator najwickszej wiarygodnosci parametrow (@,o”)w modelu
liniowym
X=p+e,
gdzie pe M — R" i £€~N(0,6°I) a M jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni R".
Funkcja wiarygodnosci jest postaci

X’

L(p,0%X) = (2710%) *e

a jej logarytm

l(p,0%;X)=InL =-2In(27c") — - X—(z)”2 .

207

Oznaczmy przez P,, projekcj¢ ortogonalna na podprzestrzen M < R". Tym samym symbolem
bedziemy oznaczaé reprezentacj¢ macierzows tej projekeji (rzutowania). Macierz P, jest
idempotentna ( P]é = P,, - to gwarantuje, Ze jest to macierz rzutowania) i symetryczna (Pﬂg =P, -ten
warunek zapewnia, ze projekcja jest ortogonalna). Stad

2
, ale

l(p,0%;X)=—2In(27c”) — -

202

X-P,X+P,X—-¢

|X-P,X+P,X-¢| =(X-P,X+P,X-0,X~P,X+P,X-0)=[X-P,X[ +|2,X~¢|’
bo (X-P,X,P,X-p)=0 gdyz X-P,XeM"* a P, X-peM.

Wobec tego  /(,0%;X) = —4In(2707) — 55| X - PMX”2 ~-L|p, X~ (p”2

W powyzszej funkcji wektor ¢ wystepuje tylko w jednym miejscu, wiec tatwo wida¢, ze V¢
l(p,0%;X) < —%In(270°) —
¢ =P,X=ENW[g]. 6* =argmax/(p,0°;X) =—2In(2zc?) — -

202

1
202

1
202

X-P, X”2 i rownos¢ wystepuje tylko dla ¢ = P, X wigc

X - PMX”2 wyznaczamy

szukajac ekstremum funkcji rézniczkowalnej jednej zmiennej. Oczywiscie 6~ = i”X - PMX||2.

Wykazemy, ze rzeczywiscie (¢,6°) = (X — P, X, i”X — PMX||2) = ENW (p,07) .

1($,67:X) - l(p,07;X) =—41In(27) - 4In6” -1, X—PMX||2
2 2
—(-%4In27)-2Inc’ —-5|X-P,X| —55|B, X~ ¢ )
=§(—lni—§—l+i—§)+2;2 PMX—(z)”2

Z nierownosci In x < x —1, ktora jest konsekwencja wklestosci funkcji In x otrzymujemy
nierowno$¢ —Inx —1+ x >0, ktora jest prawdziwa dla wszystkich x > 0 a rownos¢ zachodzi
jedyniedla x =1.

Wida¢ wiec ze 1(9,67;X)—I(p,07;X) jest sumg dwoch nieujemnych sktadnikow
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%(—lni—z—l+j—§) i 55 PMX—(z)”2 wiee 1(9,67;X) —1(@,07°;X) >0, a wartos¢ 0 roznica ta

osigga, gdy oba sktadniki rownocze$nie si¢ zeruja, czyli ¢ = P, X a g—z =1.

Konstrukcja testu hipotezy liniowej oparta na ilorazie wiarygodnosci

L(¢,6%;X) é?\ G’ ¢*-6?
C={X:AX)=—"—F—>¢}={X: > ={X:—=>c, }={Xist——>¢
{X:AX) L(.6:X) =X =3 =Xy > e =Xt }
Oznaczajac

RRS, = ||X - PQ,X”2 = ||$||2 resztkowa suma kwadratéw przy prawdziwosci Hy

(w problemie k-prob catkowita suma kwadratow SS, )

RSS, = ||X - PQX”2 = ||§:||2 resztkowa suma kwadratéw w modelu bez ograniczen

(w problemie k-prob suma kwadratow wewnatrz grup SS, ... )

RSS, ~RSS, _

ct.
RSS,,

otrzymujemy C={X:zt

Interpretacja geometryczna

2

? = ||PQX -P X || (w problemie k-prob suma kwadratéw

RSS, - RSS, =& - ¢

pomiedzy grupami SS

between )

Postac¢ kanoniczna

Niech QcR" dim(Q)=k
ocQ  dim(w)=k-r

Wprowadzmy w R" nowg baz¢ ortonormalng (e'1 yeres e'n) tak aby

(e,....e,_,) baza w ®
(€15s€p s €, iyseees€)) baza w Q

, , , b , N
(€),es®€) s € 15 ®)y €4 p,es@,) baza w R



Statystyka Wyktad 9 Adam Cmiel A3-A431la cmiel@agh.edu.pl

Niech P bedzie macierza przejécia od starej bazy kanonicznej do nowej bazy (e, ,...,e )

Oznacza to, ze ej/. = ZP”.e . . Macierz P jest oczywiscie macierza ortogonalng. Zwiazek pomiedzy
i=1

wspotrzednymi x wektora w starej bazie i jego wspotrzednymi X w nowej bazie jest postaci x =Px

lub réwnowaznie x =P'x .

Poniewaz w bazie kanonicznej mozemy utozsamia¢ wektor z jego zestawem wspotrzednych w bazie

kanonicznej kolumny macierzy P (wiersze P") sg zestawione z wektorow nowej bazy (e, ,...,e, )

Kazdy wektor lezacy w przestrzeni Q (m.in. @ i ¢ = P, X ) rozpinanej takze przez pierwszych

k
k wektorow nowej bazy (e,,...,e, ., €, .,....,e,) moze by¢ zapisany w postaci Z 7€, . Oczywiscie
i=1

k—r

wektor @>¢9=P X = Z 7., jest liniowsg kombinacjg pierwszych k —r wektorow nowej bazy.
i=1

Przechodzac do nowej bazy zapiszemy nasz model w nowych wspotrzgdnych

P'’X=P'p+P'¢

Oznaczajac Y=P' X, y=P'¢ , n=P" ¢ otrzymujemy réwnowazny model w postaci kanonicznej

4 71 m

}/kfr 7 k-r nkfr
}/kfrJrl 71{,,,“ 77k7;’+1

= + < Y=y
Y, Vi yp
Yk+1 0 77k+1
D I L U I I/ M
lub rownowaznie
o Lo _ _
0 I 7
Y |= C o+ przy czym N~N(0,5°)
o Yk

Dla modelu w postaci kanonicznej hipoteza Hy przybiera postaé

Ho : Y4.+1=0,..., 74=0

Poniewaz przeksztalcenie ortogonalne zachowuje norme wigc
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=X RX[ =Y -RY[ = D=1 e

i=k+1

RSS,, =

resztkowa suma kwadratow (wewnatrzgrupowa) w modelu bezwarunkowym (SS,,,. )

RS, =i =X -PXP <[V =R Y[ = 30 =12 e 30 e 1 (S5,
i=k—r+1
resztkowa suma kwadratow w modelu warunkowym (catkowita suma kwadratow)

k
RSS, —RSS, = ZY,Z =Y?,,, +-+Y? sumakwadratow pomiedzy grupami (SS

i=k—r+1

between )

Poniewaz Y ~ N(y,o°1) wicc otrzymujemy wniosek

e Zmienne losowe R-R, oraz R, sa niezalezne oraz

RSS, — RSS,,

2

ma rozktad ;(f, 5 przy
o

R R R LI U
cymd” =5 27 = sl =Rl = le- Rl

RSS,,

2
O

ma rozktad y. ,

. RSS,—RSS,,
" RSS,

Stad statystyka testowa F' = ma niecentralny rozktad Snedecora-Fishera F,, s a

przy prawdziwosci Hy rozktad centralny £, .

Podsumowaniem jest nastgpujgca tabelka ANOVA

716 Suma Stopnie .
Zrodlo, . T i v swobody Sredni kwadrat lloraz F
Zmiennoscl 3S o MS
Pomiedzy grupami . i )
Between RSS, - RSSq r L(RSS,,-RSS,)
Wewnat ' RSS,,
ewnatrz grup |
Within RSS, n-k LRSS,
Ogodtem
Total RSS, n-ktr
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Test hipotezy liniowej oparty na ilorazie wiarygodnosci (wariant Il)

Rozwazmy gaussowski model liniowy (X,AB,GZI ) z oszczedng parametryzacja tzn.
X=AB+e

e~N(0,6°T)
przy czym macierz A wymiaru (n,k) planu eksperymentu jest tu nielosowa macierzg o liniowo
niezaleznych kolumnach a;, i=1,....k tzn. rz(A)=k.
Rodzina rozktadoéw na przestrzeni prob R” jest parametryzowana wektorowym parametrem 6=(B,c°)
ze zbioru ©={6=(B,0’)cR*xR.}. Interesowa¢ nas bedzie hipoteza liniowa Hy: HP=0, dotyczaca
parametru B. Parametr ¢* peni rol¢ parametru zaklocajacego Hipoteza zerowa specyfikuje podzbior
O={6=(B,5")cR"'xR. : HB=0}C O przestrzeni parametrow.
Z punktu widzenia interesujacego nas parametru B zbiér @ specyfikuje peR*, co odpowiada
specyfikacji k£ wymiarowej podprzestrzeni Q=span{a;; i=1,....k}=Im(A) w ktorej lezy wektor E(X). Z
kolei zbior @) specyfikuje kolejna podprzestrzen o =Im(A |,,5) < Q

Przy zatozeniu e~N(0,c°T) funkcja wiarygodnosci ma postaé

— L (X-Ap)" (X-Ap)

LP,o%X)=rc>) e
a jej logarytm
I(B,0°;X)=—2In(270%) - -1 (X - AB)" (X - AB) =—LIn(275°) - =L S(B), gdzie

202 202

SP)=(X—-Ap)" (X—AP). Wiadomo, ze (bezwarunkowymi) estymatorami NW ([3,02 ) sa
odpowiednio p=(ATA)TATX i 6% = %<X —AB, X - Aﬁ> .

Stad L(B, 6%, X)=(2762) e 2.

Podobnie wyznaczamy warunkowe estymatory NW

(B,6°) =argmax { - 2In(27zc*) - -+ S(B) } przy warunku HB=0.

20

Funkcja Lagrange’a dla tego problemu po przeskalowaniu mnoznikéw moze by¢ zapisana w postaci
O(B,0°;4) =—4In(270?) - 555 {(X - AB, X - AB) + 2(i, HB)}

Problem wyznaczenia sprowadza si¢ do wyznaczenia f =argmin <X —AB, X - AB) przy warunku
Hp=0 a naste¢pnie (jak poprzednio) 6’ = %<X — Aﬁ, X- A[}>

Funkcja Lagrange’a dla tego ostatniego problemu jest postaci

O(B:k) =(X - AB. X - A) +2(1, HB) = (X, X) - 2(A"X,B) + (A"AB.B) + 2(H"A.B)

Wyznaczajac pochodng Frecheta mamy dekompozycje

10
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A
OB+ AP; A + AL) —D(B; 1) = 2[ATA[3 +H'A-ATX , Hp ] Lﬂ + reszta
Warunek znikania pochodnej 2[A AB+H'A-ATX H[}] [ ]prowad21 do uktadu rownan
A'A H'||B] |A'X
H 0 |2 0
Mozna pokazaé (Silvey str. 235), przez konstrukcje macierzy odwrotnej do macierzy w postaci

blokowej, ze jezeli AT A jest nicosobliwa (rownowaznie rz(A)=k) i macierz H o wymiarach (k,m)

T T
m<k (jest pelnego rzedu tzn. rz(H)=m ) , to macierz { H 0 } jest nieosobliwa i

. . o B
(*) B}Z{AHA I-t] } {AQX} i w konsekwencji L(B,6%; X)=Qz6*) e *

Uzupelnienie. Konstrukcja macierzy odwrotne;j

T T I 0
Z definicji E':I H MP Q }:{ J otrzymujemy uktad réwnan

Q R | [0
1. IP+H'Q=I
2. TQH'R=0
3. HP=0
4. HQ'=I

Z (1) mamy P+X'H'Q=X" . Mnozac przez H i uwzgledniajac (3) mamy HEZ'H'Q=HZ"' .
Poniewaz H jest petnego rzedu macierz HZ'H' jest nieosobliwa wicc Q=(HZ'H')'HZ' i w
konsekwencji P=2" - T'TH'(HZ'H")'HZ™". Podobnie z (2) Q™+=Z'H'R =0, mnozac przez H po
uwzglednieniu (4) I+ HX'H'R =0, stad R=- (HZ'H")"

Konstrukcja testu hipotezy liniowej

-2 22 A2
O

C={X:1(X)=L(I.3’ X) >c = {X( zj >c )= {X — > ={X: ”k%>c}
o c

L(B,6%;X)

Oznaczajac
RSS, = <X - AB, X - AB> = HX - ABHZ = ||£||2 resztkowa suma kwadratow przy prawdziwosci H,

(w problemie k-prob catkowita suma kwadratow)

resztkowa suma kwadratow w modelu bez

RSS, =(X - AP, X - A) =|X - Aﬁ”z _

ograniczen
(w problemie k-prob suma kwadratow wewnatrz grup)

11
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RSS, ~RSS, _
RSS,,

otrzymujemy C={X:zt ct.

Interpretacja geometryczna

RSS, - RSS, =|¢ 2

grupami)

. A |12
2= HA(B - B)H (w problemie k-prob suma kwadratow pomigdzy

Uwaga: Laczac oba podejscia jesteSmy w stanie wypisac jawnie reprezentacje macierzowa projekcji

Jesli Q=ImA a ® =ImA,,1 A jest pelnego rzgdu (ma liniowo niezalezne kolumny), to
P,=AATA)'AT
P =AA"A)'AT-AATA)TH' (H(ATA)'H) "H(ATA) AT,

=P X=Ap=AATA)"A'X= P, = A(ATA)'AT
p=PX= AB ( podstawiajac za B rozwigzanie uktadu (*)otrzymujemy posta¢ P, )

12



