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Transformacje stabilizujgce wariancje
Przypuéémy, ze mamy k niezaleznych zmiennych losowych X,,..,X, z rozktadow N(m, c?)
i=1,....k, przy czym zakladamy, ze o=f(m;) i f jest znang funkcja. W praktyce mozemy znaé t¢
funkcjg, gdyz znajac sposob pomiaru, mozemy np. stwierdzi¢, ze blad pomiaru wyrazony
odchyleniem standardowym jest proporcjonalny do poziomu mierzonej wielkosci. W innych
przypadkach mozemy na podstawie wykresu empirycznej zalezno$ci odchylenia standardowego od
wartosci §redniej rozpozna¢ charakter tej zaleznosci .
Oznaczmy przez my 1 oy warto$¢ oczekiwang i odchylenie standardowe zmiennej losowej X.
Niech

oy =fmy),

gdzie fjest znang nieujemna funkcja.

Problem. Chcemy znalez¢ taka transformacje¢ ¢, aby ciag niezaleznych zmiennych losowych

Yi=t(X)),..., Vi=t(X;) byt ciagiem o statej (chocby w przyblizeniu) wariancji V(Y;)=const , i=1,...,k.

Stosujac rozwinigcie Taylora wokot wartosci oczekiwanej mozemy napisac
Y=t(X)= t(m)+ ¢ (m;)( X;- m;), skad otrzymujemy
MY = [ (m)]* VIX]= [£(m)T /().
Warunek VY;] = const prowadzi do rownania rézniczkowego #(x) f (x)=c, a skad uzyskujemy juz

poszukiwang transformacj¢ w postaci

tx)=c; |45+,

gdzie state ¢; 1 ¢; mozna wybrac¢ tak, aby transformacja miala najwygodniejsza posta¢. Zauwazmy, ze
jesli filx)=x, to (z dokladnoscia do statych) poszukiwana transformacjg jest transformacja
logarytmiczna #(x)=In x. Jesli fix)=x", a#1, to poszukiwang transformacja (z doktadnoscia do statych)

a*—1

jest transformacja #(x) =~ x'™*. Wykorzystujac znany fakt lim .
x—0

=Ina, mozemy okresli¢ szeroka

klasg transformacji potegowych znanych jako transformacje Boxa i Coxa w nastepujacy sposob
tﬂ(x)={%’ 220 1 x0.
Inx, 1=0
Warunek x>0 nie jest zbytnio krgpujacy, gdyz zawsze mozna wstepnie przesungé zakres
obserwowanych wielko§ci w obszar wartoSci dodatnich, co odpowiada zastgpieniu argumentu x
transformacji #;(x) przesuni¢ta wartosciag x+c tego argumentu. Transformacja #;(x) odpowiada
zaleznosci  flx)=x'* pomiedzy odchyleniami standardowymi i warto$ciami oczekiwanymi ciggu
zmiennych losowych . Jezeli rzeczywista zaleznos¢ jest postaci fix)=x'" dla pewnego A, to parametr

ten wyznacza konkretng transformacj¢ z rodziny transformacji Boxa-Coxa.
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Normalizacyjna transformacja Boxa-Coxa

Transformacji Boxa-Coxa mozna rowniez uzy¢ jako transformacji normalizujacej, tzn. transformacji
przeksztatcajacej ciagly rozktad danej zmiennej losowej w rozktad normalny, gdyz jesli zmienna

losowa X ma rozktad z absolutnie ciagla i $ciSle rosnaca dystrybuanta Fy , to zmienna losowa Fy(X)

ma rozktad jednostajny na przedziale (0,1), wigc zmienna losowa F 1\;(1," 62)[F ¥ (X)], gdzie F,

(m.c)
oznacza dystrybuante rozktadu normalnego N(m,oc?), ma rozktad normalny. Zbadajmy jaka rodzing
rozkladow na potprostej x>0 mozna transformowaé do normalno$ci za pomocg transformacji Boxa-
Coxa. Oznaczmy przez Fy i fy odpowiednio dystrybuant¢ i funkcje gestosci zmiennej losowej X.
Przypu$émy, ze istnieje taka warto$é parametru A , Ze zmienna losowa Y= 7,(X) ma rozktad N(m, o).
Z monotoniczno$ci transformacji ¢, wynika, ze
Fx(x)=P(X<x)=P(t ,(X)< t2(x))=P(Y< ti(x))= Fngn,o( ta(x)).

Wykorzystujac postaé dystrybuanty rozktadu N(m,o”) poprzez rézniczkowanie powyzszej tozsamosci
uzyskujemy 3-parametrowg rodzing funkcji gestosci transformowalnych do 2-parametrowej rodziny

rozktadow normalnych za pomocg transformacji ¢,

(i (x)-m)?
fr)=—7x""e 7 x>0

270
Jesli zmienna losowa X ma rozklad o funkcji gesto$ci nie nalezacej do powyzszej klasy funkcji
gestosci, to mozemy probowaé aproksymowac nieznang funkcje gestosci funkcja z powyzszej klasy.
Innymi stowy transformacja ¢, moze by¢ uzyta jako przyblizona transformacja do normalnos$ci.
Nieznany parametr A mozna wyznaczy¢ metoda najwiekszej wiarygodnoSci, zakladajac (chocby w
przyblizeniu), Ze zmienne losowe Yi= £,(X)),...,Y,= t:(X,) sa niezalezne i maja ten sam rozktad N(m, o)
o nieznanych parametrach m i o

Funkcja wiarygodnosci ma postaé

.
Lt (xy-m)?

2
7 A

Lomo, )= (o)t L[ [ X0+ ,
i=1
a jej logarytm ma postaé
I(m,oc,A)=InL(m,0,A)=-5In27x—nlno +(1 - l)zn:lnXi —Tizz”:(tﬂ()(i) —m)* .
i=1 i=1
Warunek konieczny istnienia ekstremum
oy Ay A,

prowadzi do uktadu rownan
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m(A) =43 1,(X)

o’ (D) =1 (1, (X,) - m(A))
02(/1)2’1: InX, = Z (t,(X,)- m(i))%

Zamiast rozwigzywac¢ powyzszy uktad rownan mozna, wykorzystujac mozliwos¢ dekompozycji
zadania maksymalizacji funkcji wiarygodno$ci, wykorzystujac dwa pierwsze rOwnania znalez¢
rozwigzanie problemu postaci :

A= argmax /(m(1),0(1),A)=argmax ((4 - I)ZH: InX,—2Inc* (1))

i=1

Uwaga. Jezeli wstepnie przeskalujemy zmienne dzielac kazdg z nich przez $rednig geometryczna, to

optymalne A wyznaczamy z nieco prostszego warunku

A

A =argmin ¢>(A).
A

Krotki przeglad konserwatywnych testéw post hoc.

Wszystkie rozwazane testy konserwatywne prowadza do nastepujacej reguty
Srednie m; i m; sa istotnie rézne jezeli ‘)_( ;= X _/‘ > warto$¢ progowa (wlasciwa dla danego testu)

Rozwazane testy kontrolujg prawdopodobienstwa réznych btedow

Test Fishera NIR (najmniejsza istotna rdznica) (inaczej LSD least significant diffrence).
Algorytm

1. Przeprowadzi¢ ANOVA w celu przetestowania Hy: m=...=m;  przeciwko alternatywie H,: co
najmniej dwie $rednie r6znig si¢ migdzy soba

2. Jezeli nie ma podstaw do odrzucenia H, konczymy analizg.

3. Jezeli H, zostata odrzucona, to definiujemy najmniejszg istotng roznice NIR (LSD) pomiedzy
$rednimi probkowymi, ktorg nalezy zaobserwowac, aby uzna¢ odpowiadajace im Srednie w
odpowiednich populacjach za istotnie rozne.

4. Dla wyspecyfikowanej wartosci @ w celu poroéwnania m; z m; obliczamy NIR wg wzoru
NIR=t , JS&(,% +-1), gdzie t , jest kwantylem rzgdu 1—% rozkltadu z-Studenta o

1 ! 1-<

a
2 M 2 M
i=1 1

k
z n, stopniach swobody a § ‘i jest suma kwadratow wewnatrz grup (z ANOVA)
i=l
5. Poréwnujemy wszystkie pary $rednich probkowych. Jezeli | X, — X ;| 2 NIR, to uznajemy, ze
m; 1 my; sg istotnie rozne.
6. Dla wszystkich porownan par prawdopodobienstwo btedu I rodzaju jest ustalone na poziomie «
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Komputerowe symulacje wykazaty, ze jesli stosujemy test Fishera w polaczeniu z ANOVA (tak jak
opisano powyzej), to poziom istotnosci ztozonego testu porownan wielokrotnych jest w przyblizeniu
rowny poziomowi istotnosci testu F (procedura Fisher’s protected LSD).

Jezeli stosujemy test NIR samodzielnie (bez ANOVA), to kontrolujemy jedynie blad przy
pojedynczych poréwnaniach (per comparison). Odpowiada to wielokrotnemu stosowaniu testu
istotno$ci roznicy dwoch $rednich opartego na statystyce z-Studenta, przy czym estymator wariancji
opieramy na calej probie (z powodu jednorodnosci wariancji w grupach) a nie tylko na obserwacjach z

aktualnie poréwnywanych grup.

max min

S pomigdzy $rednimi

Test W Tukey’a oparty jest na studentyzowanym rozstgpie \/;

probkowymi.
Algorytm (dla jednakowo licznych grup)
1. Uporzadkowaé érednie probkowe X, i=1,....k
2. m; 1 my s3 istotnie rozne jezeli | X, —)?j |>W, gdzie W =gq,(k,df) % , df jest liczba

stopni swobody w S , n ilo$¢ obserwacji w kazdej grupie , g, (k,df’) prawostronna warto$¢
krytyczna studentyzowanego rozstepu (tablice).

3. Prawdopodobienstwo zaobserwowania falszywie istotnej roznicy dla poréwnan parami jest
rowne « .

Jezeli grupy nie sg rownoliczne, to zamiast W nalezy uzy¢ W, =q,, (k,df)

Test Tukey'a kontroluje blad I rodzaju dla wszystkich poréwnan parami, tzn.
prawdopodobiefistwo (przy Hy: mi=...= mj) zaobserwowania takiego uktadu $rednich probkowych X i
i=1,....,k , dla ktéorego przynajmniej jedna roznica pomig¢dzy Srednimi m; jest falszywie uznana za
istotng jest rowne a. Jezeli jest k grup, to test Tukey’a kontroluje tagczny biad I rodzaju dla (’2‘)
poréwnan jednoczesnie (per experiment)

Test Newmana-Keulsa jest modyfikacja testu Tukey’a wykorzystujaca informacj¢ o ilosci miejsc
pomiedzy badanymi §rednimi w uporzadkowanym ciaggu $rednich .
Algorytm (dla jednakowo licznych grup)
1. Uporzadkowaé $rednie probkowe X, i=1,....k
2. Dla dwéch $rednich X ! X ; odlegtych o r miejsc odpowiadajace im srednie m; 1 m; sa
istotnie rozne jezeli |X,—X,|2W,, gdzie W, =gq,(r, df)@, df jest liczbg stopni

swobody w S2, n ilos¢ obserwacji w kazdej grupie , g, (r,df)prawostronna warto$é
krytyczna studentyzowanego rozstepu (tablice). Uwaga. Przyjmujemy, ze sasiednie $rednie
odlegle sa o 2 a skrajne o n czyli r;=[ranga( X ;) - ranga( X ;)| +1

Jezeli grupy nie sg rownoliczne, to zamiast W, nalezy uzy¢ W, =q, (r,df)

Test wielokrotnych rozstepéw Duncana jest podobny do dwoch poprzednich, gdyz jest oparty na
studentyzowanym rozstgpie, lecz rozni si¢ od poprzednich tym, ze zmienny jest poziom istotnosci

przy poszczegdlnych porownaniach. Gdy $rednie probkowe zostang uporzadkowane i sg odlegte o
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miejsc, to istotno$¢ roznicy odpowiadajacych im $rednich w populacjach jest testowana na poziomie
1-(1-a)"!
Algorytm (dla jednakowo licznych grup)
1. Uporzadkowaé $rednie probkowe X, i=1,....k
2. Srednie m; 1 m; sg istotnie rdzne jezeli odpowiadajace im Srednie probkowe odlegle o » miejsc
spetniajg warunek | X, — X i1z W, gdzie W, =q', (r,df) % , df jest liczba stopni swobody
w S2 , n iloéé obserwacji w kazdej grupie , g, (r,df) prawostronna warto$¢ krytyczna testu

Duncana (tablice).

Jezeli grupy sg w przyblizeniu rownoliczne, to zamiast n nalezy uzy¢ n = ﬁ .

nyoony ny

Test Scheffe’go

k k
1. Rozwazmy dowolny kontrast /, = Zalm[ , Zai =0. Chcemy zweryfikowa¢ hipoteze

i=1 i=1

k
Hy Va I, = Zaimi =0 wobec alternatywy H;: Ja [, #0.
i=1

k
2. Rozwazmy dowolny kontrast probkowy [, = z a, X, dla ktérego nieobciazonym

i=1

estymatorem wariancji jest V' (/) = -1 S‘iz#a

k

2

n—k i
1

3. Kontrast /, uznamy za istotny (istotnie rézny od 0), gdy
kit |

2 k a,z

‘ (k=DS, z,ﬂ "

gdzie , Fy,, ;. ,Jjest kwantylem rzedu 1-a rozkladu centralnego Snedecora Fishera F.

kal,n—k,l—a °

4. Prawdopodobienstwo zaobserwowania falszywie istotnego kontrastu jest rowne « .

Test Scheffe'go kontroluje tgczny blad wigkszej liczby porownan niz test Tukey'a, wigc jest bardziej
konserwatywny (trudniej odrzuci¢ Hy). W tescie Scheffego na poziomie « prawdopodobienstwo

zaobserwowania falszywie istotnego kontrastu nie przekracza c.

Porownania testow. W ponizszej tabeli zestawiono wartosci progowe po przekroczeniu ktérych
roznice uznajemy za istotne. Rozwazono poréwnanie 6 grup, przy czym probka dla kazdej grupy liczy

n=>5 elementow a S,’=2451.

Liczba miejsc pomigdzy $rednimi 7
Test 2 3 4 5 6
Fisher NIR 64.63 64.63 64.63 64.63 64.63
Tukey 96.75 96.75 96.75 96.75 96.75
Newman-Keuls 64.65 78.16 86.35 92.33 96.75
Duncan 64.65 67.97 69.74 71.29 72.62
Scheffe 196.31 196.31 196.31 196.31 196.31
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Wida¢, ze najbardziej konserwatywny jest test Scheffe’go a najmniej konserwatywny (czyli
najbardziej czuty) test NIR. Z uwagi na kontrole btedu godny polecenia jest test Tukey’a. Symulacje
preferuja raczej test Newmana-Keulusa. Z uwagi na czuto$¢ duze uznanie wsrod praktykow wzbudzit
test Duncana.

Na uwagg zashuguje jeszcze test Dunetta wiclokrotnych poréwnan z wyrézniona grupa kontrolna



