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Jedno i wieloczynnikowa ANOVA. Interakcja czynnikow

Jak wiadomo ANOVA jest technikg, umozliwiajgca przy pewnych zalozeniach (kluczowe jest
zatozenie jednorodno$ci wariancji w grupach), porownywanie wartosci $rednich (tzn. oczekiwanych)
interesujacej nas zmiennej zwanej odpowiedzia (response) w wielu grupach. Zmienna jakosciowa,
wyznaczajacg podziat na grupy nazywamy czynnikiem. Np. ple¢ jest czynnikiem o 2 poziomach M i
K. Jezeli podzial na grupy zostal dokonany zostal za pomoca jednego czynnika to moéwimy o
jednoczynnikowej ANOVA. Jezeli podzial nastgpil w oparciu o 2 czynniki to moéwimy o

dwuczynnikowej ANOVA. Mozemy réwniez mowi¢ o wieloczynnikowej ANOVA.

Zapis jedno i wieloczynnikowej ANOVA w postaci GLM
Rozwazmy jako przyktad 2-czynnikowa ANOVA z czynnikami
¢BLOK o dwoch poziomach AiB
e ZABIEG o trzech poziomach: I, IT i IIL.

Przypuscmy ze liczno$¢ obserwacji odpowiedzi w poszczegolnych grupach (klatkach) sa jak nizej

ZABIEG
BLOK | 1T 1T Razem
A ni ni i3 N+
B N1 (5] n3; Hoy
Razem N N N3 n

Wypiszmy wartosci oczekiwane w poszczegolnych grupach

ZABIEG
BLOK | 1T 111
A MAl MAlL M
B Mmp1 mBn MBI

Model mozna zapisa¢ w postaci (parametryzacja z sigma ograniczeniami)
Xij=m +a;+ Pt si i=1,2;7=1,2,3
gdzie i oznacza poziom czynnika BLOK
j oznacza poziom czynnika ZABIEG
k oznacza numer obserwacji (W kazdej klatce obserwacje numerujemy od poczqtku).

Oznaczajac przez n; ilo§¢ obserwacji w klatce (i,j) zwykle przyjmujemy ograniczenia
2. =0 2.n,B;=0.
i J

Uwaga. Mozliwe sg rézne sigma ograniczenia. W podr¢cznikach przewaza ta parametryzacja

wynikajaca z zasady
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ZZ;% = 0<:>Zni+ai =0, zzzk:,b’/ = 0<:>Zn+_/,8_/ =0

i i i J

Powyzszy model mozna zapisa¢ rowniez w postaci (uzywajac parametryzacji oszczednej) (jak w R)
Xy =By + piaj + pra3 + pyal + Eijk

gdzie a; =1 gdy czynnik BLOK jest na poziomie B i a; =0 w przeciwnym przypadku,
a]=1 gdy czynnik ZABIEG jest na poziomie ITi a=0 w przeciwnym przypadku,

al=1 gdy czynnik ZABIEG jest na poziomie IIl i a{=0 w przeciwnym przypadku .
3 3 p ym przyp

11 (1 0 0 0
Aol (101 0[] |
I 1 0 0 1)48 | |=
17110 0/p| |
BL || |11 1 o]p
_IH__1101_ H

Po wyliczeniu warto$ci oczekiwanych w poszczegolnych grupach

ZABIEG
BLOK | 11 I
A bo botf Bot /s
B botp Lot Bt Lot Bt

parametry interpretujemy nastepujaco

Po=mar,

Pri=mp - MaA1= M- MAn=Mp - Matm = Mp+ - Ma+,

So=ma - MAT= M- M1 = Magr- Mg

S=ma - Map =M - M1 = M- M4
przy czym np.

ma oznacza warto$¢ oczekiwang w grupie BLOK=A i ZABIEG=I,

ma+ oznacza warto$¢ oczekiwang w BLOKU A bez wzgledu na poziom zabiegu .
Jak wida¢ w powyzszym 2-czynnikowym modelu ANOVA wplyw obu czynnikow jest addytywny.
Jest to 2-czynnikowy model ANOVA efektow glownych
Uwaga. Statistica stosuje nast¢pujacg parametryzacje

zai =0, Z/B, =0 =a,=-qa,, f=-B -5,



Statystyka Wyktad 11
1] [t 1 1 0]
A I 1 1 0 1| m
I 1 1 -1 -1||« €
17 -1 1 olgl
By | IO 1 -1 0 11245
pus 1 -1 -1 -1] H

Adam Cmiel A3-A4 311a cmiel@agh.edu.pl

Wartosci oczekiwane w poszczegolnych grupach sa nastgpujace

ZABIEG
BLOK | 11 I
A m+a, + B, m+a, +f, m+a, - —p,
B m—a, + p m—a, + f, m—a, - f - p,

Mozna takze dla rozwazanego przypadku zbudowac ogoélniejszy model uwzgledniajacy interakcje

BLOK x ZABIEG, a mianowicie

Xyg=m +ao4+ Syt

Zni+ai =0, Zn+_/,8_/ =0, Zn”;f” =0 dla kazdego J, Zn!/.;/i/. =0 dla kazdego i.
i J i J

i=1,2;j=1,2,3 , przy czym

Uwaga. Mozliwe sg r6zne sigma ograniczenia. W podre¢cznikach przewaza wariant
(V]) ZZY@;‘ =0 (V]) Zn!/‘y!‘/‘ =0

ik i
Uzywajac parametryzacji oszczednej powyzszy model mozna zapisa¢ w postaci

X =By + Bia; + Bya; + Biay + Piaja; + Psajas * ik

I 1000 0 0[p,
A | (1010 00|pg
1112100100ﬁ2+£
I 1100 00(5] |:
By || |1 110 1 0|5
[ {1101 0 1][Bs] |i]

(V) 227y =0 (Vi) Xy, =0
ik j

Interpretacja parametréw modelu nie jest juz tak natychmiastowa.

ZABIEG
BLOK 1 11 I
A o bot/ Bot /s
B bot Lottt Lottt Bs
ﬁozmm 5

ﬂlszr mar1 ,

ﬂz:mAu- mari,




Statystyka Wyktad 11 Adam Cmiel A3-A4 311a cmiel@agh.edu.pl

Ss=man- mai,

Pi=(ma1 +mpy)- (mp1+ man),

Ps=(may+ mpu)- (mp1 + mam).
Warto zauwazy¢, ze wystepowanie interakcji tzn. parametrow £ 1 5 w modelu zmienia interpretacje
pozostatych parametréw: np. w przypadku wystepowania interakcji
Pi=mp1- ma; (r6Znica pomigdzy warto§ciami oczekiwanymi w bloku B i w bloku A dla zabiegu I)
a w przypadku jej braku
Pi=mp - my (réznica pomigdzy wartosciami oczekiwanymi w bloku B i w bloku A dla wszystkich
zabiegow).
Przy obecnosci interakceji réznice $rednich pozioméw czynnika BLOK s3 modyfikowane przez
poziomy czynnika ZABIEG i odwrotnie.
W parametryzacji Statistica model z interakcja wyglada nastepujaco

Xi=m +a;+ Byt ik i=1,2;j=1,2,3 , przy czym

Zai=0,2ﬂ_/=0, (V) Z}/U«=0;(Vi) Zyﬁo

1 1 1 1 0 1 0 m

A 1I 1 1 0 1 0 1 a,
1 1 1 -1 -1 -1 -1 By €
= + .

I 1 -1 1 0 -1 0|5

B I 1 -1 0 1 0 -1|\n
1 -1 -1 -1 1 17 |}

Wyznaczajac warto$ci oczekiwane w poszczeg6dlnych grupach otrzymujemy uktad

my=m+a,+pf+7y, M= (Mg + Mgy + My + Mgy + Mgy + Mgy )
my=m+a,+f,+7, o =4 (M + My + My — My — Mgy — Mgy )
myg=m+o,—B =5, =y -7, PN B =% 2myy —myy =My + 2mg; — Mgy — Mgy, )

My =m—a,+f, -y By =% (=myy + 2m — myyy = 2mg; + 2mgy — Mgy )

My, =m—a,+f, -7, V1= 2myy =My — My — 2y + Mgy + Mgy )
Myy=m—a, ==+ +7, Vo =% (=g 4 2y gy — 2 — 2mgy + mgy )

M = (Mg + Mgy + My + My + Mgy + Mgy )
a=3(my, —my,)
Bi=5Cmy—m—my
B =6(=m+2my —m )

7 =6 20my —my) = (myy —myy) — (M — mgy))

Yy = ((=myy —mg) +2(myy — mgy) = (M —mgy,)
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Klasyfikacja krzyzowa i hierarchiczna

Rozwazmy 2 czynnikowg ANOVA

e Jezeli kazdy poziom jednego czynnika moze wystepowac przy kazdym poziomie drugiego
czynnika, to klasyfikacje nazywamy krzyzowa

e Jezeli pewne poziomy czynnika II wystepuja tylko przy pewnych poziomach czynnika I to
mowimy o klasyfikacji zagniezdzonej (nested) czynnik II jest zagniezdzony wewnatrz czynnika |

Rozwazmy 2 czynnikowg ANOVA z czynnikiem I o 3 poziomach i czynnikiem Il i 7 poziomach

Jesli tabela licznosci jest postaci (x oznacza w klatce sg obserwacje)

11

HH RN
RN
R EEEEES
RN A%
R IR EaREe)
R EEaRN

p—
R R

To mamy do czynienia z klasyfikacja krzyzowa

Jesli macierz licznosci jest postaci

II

1 |x|x
12 X |X[X
3 X X
to mamy do czynienia z klasyfikacjg hierarchiczng (czynnik II zagniezdzony w czynniku I)

Czynnik I 1 2 3

(N1 (2 )1 (2)2 (2)3  (3)1  (3)2 Czynnik II

Plany zrownowazone i niezrownowazone - plany ortogonalne

W przypadku 1-czynnikowej ANOVA plan eksperymentu jest zrownowazony (balanced), jezeli dla
kazdego poziomu czynnika mamy tyle samo obserwacji. W wieloczynnikowej ANOVA przy
klasyfikacji krzyzowej plan jest zrownowazony, jezeli mamy rowne ilosci obserwacji w klatkach.
Plan nie bedacy planem zréwnowazonym nazywamy planem niezrOwnowazonym.

Plany zréwnowazone sg szczegdlnymi przypadkami planéw ortogonalnych, ktore wyjasnimy na

przyktadzie klasyfikacji 2 kierunkowej (2 czynnikowa klasyfikacja krzyzowa)
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Plan 2 czynnikowej klasyfikacji krzyZowej nazywamy ortogonalnym jezeli macierz liczno$ci ma
proporcjonalne wiersze i proporcjonalne kolumny

Przyklad macierzy licznosci planu ortogonalnego (ze wspolczynnikami proporcjonalnosci ).

2 15 25

2 315
4| 8116|1220
214 (18] 6|10
112141315
3161|129 |15

Analiza kowarian Cji ANCOVA - ANOVA z uwzglednieniem zmiennej towarzyszace;.

Rozwazmy dla prostoty problem poréwnania $rednich w trzech grupach przy czym opréocz

odpowiedzi X obserwujemy takze zmienng towarzyszaca T (covariate).

i Xll | I Tll |
1ny ]"1”1
XZI T21
2n, 2n,
X31 T31
X3n3 ]"3”3
Model ANCOVA

ij =m; +7/sz T & =1,2,3; j=1,...,n;
Przyjmujac pierwsza grupe jako grupe referencyjng (tak jest w programie R) otrzymujemy model

X, 1 0 0 T, g
X, =18, +| 1| +|0|6,+|T, |y+|e,
X, 1 0 1 T, E

Przyjmujac oznaczenia " = %(ml +m, + m3) ,o, =m.—m ,i=1,23

otrzymujemy model Xii =m+a,;+ Q/TU- +&; zograniczeniami Zai =0, ktory w

parametryzacji Statistica wyglada nastepujaco
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X, 1 1 0 T, g
X,|=[1m+| 0 |y +| 1 |a, +|T, |y +| &,
X, 1 -1 -1 T, g

Jak wida¢, w modelu ANCOVA zaklada si¢ taki sam charakter wptywu zmiennej towarzyszacej na
odpowiedz (model jednakowych nachylen). Jesli z pewnych wzgledow nachylenia (parametr y) nie
jest taki sam w poszczeg6lnych grupach, to nalezy rozwazy¢ interakcje zmiennej towarzyszacej i
czynnika wyznaczajgcego podzial na grupy. Dostaniemy wowczas model roznych nachylen.

Parametryzacja R

X, 1 0 0 T, 0 0 g
X, |={1m+{1|g+|llo, +| T, |y +| T (1, +| 0 |r,+]|¢€,
X, 1 0 0 T, 0 -T g

Parametryzacja Statistica

X, ] 1 1 0 T, T, 0 g
X, |=[1{m+| 0 |, +| 1 |o, +| T |y+| 0 |, +| T, |y, +|¢,
X,| |1 -1 -1 T,| |-T, T, £,

W modelu ANCOVA jednakowych nachylen testowanie hipotezy Ho: "Grupy nie réznia si¢ miedzy
soba" sprowadza si¢ do testowania hipotezy £,=/£=0, (w Statistica a;=a,=0).
Testowanie hipotezy Hy: "Zmienna towarzyszaca T nie ma wplywu na Odpowiedz" sprowadza si¢

do testowania hipotezy =0 .

W modelu roznych nachylen testowanie hipotezy Hy: "Zmienna towarzyszaca T nie ma wplywu na
Odpowiedz" y=y=7=0.

W modelu roznych nachylen testowanie hipotezy o jednakowych nachyleniach (czyli o
rownolegtosci linii regresji w grupach) sprowadza si¢ do testowania hipotezy y1=7=0.

Po wysetymowaniu parametréw modelu metoda MNK mozemy wyznaczy¢ tzw. oczekiwane Srednie

brzegowe
)?lzﬂo-'—};]_—i; X ﬂ0+ﬂl T )?3=ﬂ0+ﬂ2+"
oraz skorygowane $rednie brzegowe
Xiag = ﬂo"’?;T Xoug = ﬂ0+ﬂ1 X gy = ﬂ0+ﬂz+7T

ktére wnosza poprawki ze wzglgdu na réznice $rednich pozioméw zmiennych towarzyszacych w
grupach.
Wida¢, ze X, - X, i = =9(T, - T)
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Moze si¢ zdarzy¢, ze $rednie, ktore wydajg si¢ poczatkowo rozne, po uwzglednieniu wptywu zmienne;j

towarzyszacej mogg okazac si¢ nieistotnie rozne lub odwrotnie.

Ogo6lnie model ANCOVA mozna zapisa¢ w postaci
_ p
x]=[a.c] " |+[e].
Y
gdzie A jest macierzg planu eksperymentu bez zmiennych towarzyszacych (model ANOVA) a C jest
macierzg planu ktorej kolumny stanowig obserwacje zmiennych towarzyszacych.
Wida¢ ze w poréwnaniu do modelu ANOVA
[X]=[A]B]+e]
zmienila si¢ macierz planu eksperymentu
Oczywiscie w modelu ANOVA B ivors = (ATA)f1 A'X

W modelu ANCOVA uktad rownan normalnych jest postaci
ATA A'C||f]| [ATX
C'A C'C|ly C'X
Wykorzystujac wzory na odwracanie macierzy w postaci blokowej mozna wyprowadzi¢ wzory na

poprawione P,y uwzgledniajace obecno$¢ zmiennych towarzyszacych.

Uwaga. W monografii Rao R.C., Liniowe modele statystyki matematycznej str. 301 mozna znalez¢

jawne wzory 1 ich geometryczng interpretacje

Model efektow losowych- model || komponentow wariancyjnych

Dotychczas rozwazane modele ANOVA to tzw. modele efektéw stalych albo modele I. W modelu
efektow statych poziomy czynnikéw sg z gory ustalone i interesujg nas hipotezy liniowe dotyczace
tylko tych rozwazanych pozioméw. Jezeli z pewnych wzgledow traktujemy poziomy czynnika nie
jako z gory ustalone ale jako wylosowane z pewnej hipotetycznej populacji poziomoéw to taki model
nazywamy modelem efektow losowych (model II)

Model jednoczynnikowej ANOVA - wariant efektow losowych - z k poziomami rozwazanego

czynnika moze by¢ tak jak w przypadku modelu efektow statych zapisany w postaci

Xi=m +a;tg;, i=1,...k; j=1,..,n;
gdzie
m oznacza $rednig ogo6lng (w potaczonych grupach)
o jest obserwacja zmiennej losowej odzwierciedlajagcg wplyw i tego poziomu

rozwazanego czynnika wylosowanego z pewnej populacji poziomow.

Zakladamy, ze
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e ; ma rozklad N(0,0'az)
s i=1,...,k sa niezalezne
e g sktadnik losowy ( niezalezne zmienne losowe o rozktadzie N(0,57) )
e zmienne ¢; oraz &; sg niezalezne.
Testowana jest hipoteza (nie jest to hipoteza liniowa !)
Hy: 0,2 =0 przeciwko alternatywie
H;: 6,/ #0.
Dla przypomnienia model efektéw stalych w tym przypadku jest postaci
Xiem +oitg;, =1,k j=1,...n;

& iid N(0,5%)

k
Z na; =0
i

Réznice
e W modelu efektow losowych nie ma sigma ograniczen, gdyz poziomy sg losowe i nie mozemy
ich kontrolowaé
e W modelu efektow statych obserwacje X;; sa niezalezne 1 X;; ~ N(m+a;, o°) a w modelu efektow
losowych E(X;)=m- wszystkie obserwacje maja wspolng warto$¢ oczekiwang
NXy=o, +o’
W modelu efektow losowych obserwacje z tej samej klasy sg skorelowane
Cov(X

(X, X,)= 7 =
Py X) V(X)) V(Xy,) ol +o’ ol +o’ ol +o’

a

Xy)  EX,-m) (X, —m)  E(a +¢&,)(a, +&,) o’

Wspolczynnik korelacji pomiedzy zmiennymi z tej samej klasy (grupy) nosi nazwe wspotczynnika
korelacji wewnatrzklasowe;.

W modelu II efektow losowych wektor obserwacji ma wigc nastgpujacy rozktad

V, 0 0 cl+o’ - o
X~N{1lm,| 0 "-. 0 , gdzie V, =
0 0 Vk 05 cee 05+02



