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Nieparametryczna ANOVA

Jezeli z pewnych wzgledow zaloZenie normalnosci bledéw w modelu ANOVA efektow statych jest
nie do przyjecia, to mozna zbudowac ogoélniejszy model nie korzystajacy z tych krepujacych zatozen.
Rozwazmy pewien nieparametryczny odpowiednik jednoczynnikowej ANOVA.

Oznaczmy przez J,. nieparametryczng rodzing absolutnie cigglych dystrybuant na prostej R

Mamy wigc model

X X proba prosta z rozkladu z nieznang absolutnie ciagla dystrybuantg F

In

Xyyss Xy, proba prosta z rozkladu z nieznang absolutnie ciagla dystrybuantg £ .

Chcemy testowac hipoteze
Hy : F\=..=F) przeciwko alternatywie H, : 3i,j : Fi=F}.
Szczegdlnym przypadkiem powyzszego modelu jest nastepujacy model nieparametryczny

X, =m; +¢g, i=1,...k j=1,...n;

g; dF(x)e%. (E(g;)=0, V(gy_):o—z

q

Oczywiscie X,,,..., X, jest proba prosta z rozkladu o dystrybuancie F(x-m;)

W tym modelu testujemy hipotezg

Hy : mi=...=m; przeciwko alternatywie H, : 3i,j : m=#m; .
Powyzszy problem przypomina problem rozwazany wczesniej w 1 czynnikowej ANOVA efektow
statych. Inna jest jednak rodzina rozkladéw na stosownej przestrzeni prob. W tym przypadku
mamy do czynienia z nieparametryczna rodzina rozkladéw parametryzowana parametrem

k
(mla"'amkaF)ER X ‘?L;C .

Jak testowaé Hy ?

Pomysl: Zmodyfikowa¢ rozwigzanie uzyskane w odpowiednim modelu parametrycznym tak, aby
przynajmniej przy prawdziwosci H, rozklad zmodyfikowanej statystyki testowej nie zalezat od

nieznanej dystrybuanty F(x)€J,. .

Fakty

o Jezeli X=(X,...,X,) jest proba prostg z rozktadu o absolutnie ciagltej dystrybuancie Fe%,. , to
wektor statystyk pozycyjnych X'=(X(),...,X, ) jest statystyka dostateczna zupelng (wigc takze
minimalng dostateczng).
Przejscie od proby X do X redukuje probe bez straty informacji lecz rozktad X* w dalszym ciggu

zalezy od nieznanej dystrybuanty F.
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e Zapomoca Scisle rosngcej transformacji mozna dowolny rozktad ciagly na prostej przeksztatci¢ na
dowolny inny ciagty rozktad na prostej. Jezeli zmienna losowa X ma pewien rozktad F'e %, , to
zmienna F(X) ma rozklad jednostajny U[0,1]. Jezeli Ge 4, jest zadang dystrybuantg na proste;j , to
G™'(F(X)) ma rozktad o dystrybuancie G a funkcja ztozona G'F jest $cisle monotoniczna

e Aby procedura testowa nie zalezata do nieznanej dystrybuanty F'e.%,. "powinna" by¢ ona
niezmiennicza wzglgdem grupy rosnacych bijekcji f: R—>R

e Maksymalnym niezmiennikiem wzgledem grupy rosngcych bijekcji jest wektor rang (Ry,...,R,)

gdzie R=miejsce (ranga) obserwacji X; w uporzadkowanym rosnaco wektorze X"=(Xy,...,X(» )

Whniosek. Test Hy nalezy oprzeé nie na surowych obserwacjach lecz na ich rangach

Test ANOVA Kruskala Wallisa (1952)

Uwaga . Dla rozktadow ciaglych z prawdopodobienstwem 1 wszystkie obserwacje sg rozne wigc i
rangi sg rozne.

Niech R; bedzie ranga obserwacji X;; w polaczonej prébie X ..., X D TN, ¢

Ing 2*** kny, *

Oznaczenia:

k
n=Yn

I1=1

;i

' 1Rl.]. - suma rang w i-tej grupie
=
— 1 , . L .
R.,=—R,  -S$redniaranga w i-tej grupie
n;
k
R, = Z:Ri+ =l+..+n= n(n2+ D . suma wszystkich rang
i=1
— 1 n+l , . iy .
R,.=—R, . = 5 srednia ranga w probie n elementowe;j
n
Statystyka
Zk: 12 Z(Rpr - 1 00)2 Z(RHr _nl ")
n(n+1) ) n(n+1) nig nR

jest miarg typu y” zréznicowania $rednich rang w grupach . Duze warto$ci statystyki K §wiadcza

przeciwko hipotezie H,.
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Przy prawdziwosci hipotezy H, kazdy uktad rang ma takie samo prawdopodobienstwo l' . Kazdy z
n!

n!

' ' uktadéw tych rang prowadzi do tego samego uktadu sum rang Ri.,...,R;.. Metodami
nl..n,!

kombinatorycznymi mozna wigc wyznaczy¢ ki, ,aby Py (K > k,,,,) < a (patrz Zielinski -Tablice...)

Dla n>5 rozktad statystyki K mozna przybliza¢ rozktadem y; .

Uwaga. Jezeli powodu np. malej precyzji pomiaru otrzymujemy obserwacje o tych samych
warto$ciach, to przypisujemy im $rednig range- mowimy wowczas o rangach zwigzanych. W takiej
sytuacji statystyka K zostaje zastgpiona statystyka Kr z poprawka na rangi zwigzane

K, = , gdzie §; - ilo$¢ obserwacji z i-tg rangga zwigzang (i-te miejsce ex aequo)

r

Z(Sz3 _Si)
1_i=1
n —n

w

Mozna pokazaé, ze statystyka K jest zwigzana ze statystyka

=~

ﬁ n[ (Eo - Eoo )2
A= 1:1 — (ANOVA wykonana na rangach) wzorami
nlk Z (RU - E' )2
i=1 j=1
P K K= (n—=D(k-1)4 '
Tm-1)-K (n—k)+ (k-4

Test Kruskala-Wallisa jest rownowazny testowi ANOVA wykonanemu na rangach
Uwaga. O.J. Dunn zaproponowata asymptotyczng procedur¢ poréwnan jednoczesnych typu
Bonferoniego, ktéra kontroluje btad dla wszystkich poréwnan parami i procedure pordéwnan

jednoczesnych z wyrdzniong grupg kontrolng (szczegdty np., Rohatgi i Woolson )
Dla porownan parami k grup ( czyli jednocze$nie (g) pordwnan ) proponowany przez O.J. Dunn test

kaze uzna¢ grupy i-tg oraz j-ta za istotnie rozne, gdy

R _R [n(nt]) 1 1y . .
|Rio _Rjo |> Zl—ﬁ %(,’_’4'?) , 1Sl<]£k ,

., _jest kwantylem rzgdu 1——%— rozktadu N(0,1).

dzie z
g s K(k=D)

1-

Przy prawdziwosci Hy prawdopodobienstwo zaobserwowania fatszywie istotnej roznicy jest rowne .

Przy poréwnaniach k-1 grup z wyrdzniong grupg kontrolng (o numerze k) mamy regule

Grupa i-ta istotnie r6zni si¢ od grupy kontrolnej gdy

|R.-R.|[>z,_ M(}%+t), 1<i<k-1 ,

2(1?71) 12

Przy prawdziwosci Hy prawdopodobienstwo zaobserwowania falszywie istotnej rdznicy jest rowne a.
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Nieparametryczna 2 czynnikowa ANOVA Friedmana.

Model

e X,=m+a, +,3,- +&;, i=1,...r,j=1,...c

y Zr:ai =0, iﬂj =0
i=1 j=1

* ¢; iid o pewnej ciaglej dystrybuancie Fe 5.1 E(¢;)=0, V(g;) = o’

i
Jest to oczywiscie model nieparametryczny, gdyz rodzina rozktadow na przestrzeni prob jest rodzing
nieparametryczng. Jest to nieparametryczny odpowiednik 2 czynnikowej ANOVA efektow gtéwnych
(bez interakcji- model addytywny) z 1 obserwacja w kazdej klatce (pomijamy wigc indeks numeru
obserwacji w klatce). Do takiego modelu prowadzi plan zrandomizowany w uktadzie blokowym lub

jednoczynnikowa ANOVA w uktadzie z powtarzalnymi pomiarami. Zestawiajac obserwacje X; w

macierz, wiersze traktujemy jako jednorodne bloki a kolumny jako zabiegi

Testujemy hipoteze

Ho: Bi=...=p. (zabiegi nie r6znig si¢ migdzy soba) przeciwko alternatywie H;: ~H,

Procedura testowania powinna by¢ niezmiennicza ze wzgledu na transformacje zachowujace porzadek
( w jednorodnych blokach) Jednorodnos¢ bloku zapewniamy poprzez zastosowanie dla kazdego bloku

porzadkowej skali o ¢ kategoriach.

Rangujemy wigc obserwacje w kazdym z blokow (wierszy) z osobna i oznaczamy
R; =R(Xj) - ranga j -tej obserwacji w i-tym bloku (stad 1 <R;<c)

Oznaczmy (dla j=1,....c) R,; = ZRij -suma rang dlaj (j-tego zabiegu, j-tej kolumny)

i=1

1 re(e+l) _ r(etl)

C
Oczywiscie ZRii = @ - Jezeli prawdziwa jest hipoteza Hy , to E(R, ;) =+—3 >
J

Statystyka S = Z (R+ ;—ER,; ))2 mierzy roznice pomi¢dzy kolumnami (zabiegami)

Jj=1
Statystyka F Friedmana oparta na .S ma postaé

o125 _ 12 DR}, =3r(c+1)
re(c+1)  re(e+1) 3

1jej rozktad przy prawdziwo$ci Hy nie zalezy od nieznanej dystrybuanty Fe%,. jest wyznaczony
metodami kombinatorycznymi. Punktem wyijscia jest fakt, ze przy prawdziwo$ci Hy kazdy z (c!)"
ukladéw rang w blokach jest jednakowo prawdopodobny. Ponadto znany jest rozktad

asymptotyczny: dla 7—>c0 F marozktad y” . Dlac<6 sg tablice rozktadu F dla matych r. Zobacz (



Statystyka Wyktad 12 Adam Cmiel A3-A4311a cmiel@agh.edu.pl

Zielinski R., Zielinski W. Tablice statystyczne str. 406 -Uwaga u Zielinskich obserwacje sa
rangowane w kolumnach -macierz obserwacji jest wiec transpozycjg macierzy tu rozwazanej))
Jezeli zabiegi istotnie r0Znig si¢ mi¢dzy sobg , to dlatego ze rangowanie w poszczegodlnych blokach

F

byto podobne. Miarg tego podobienstwa jest Kendalla wspétczynnik zgodnosci. W = D’
r(c—

ktéry przyjmuje wartosci z przedziatu [0, 1] ( sprawdzi¢ ). Jezeli rangowanie w kazdym bloku byto
identyczne (pelna zgodnos¢), to sumy rang R.4,..., R..sa permutacjami liczb r,2r,...,cr 1 W=1.
Podobnie jezeli rangowania w blokach sg niezalezne to sumy rang R,1,..., R.. sg sobie bliskie 1 moga

by¢ nawet identyczne. Wowczas wspodtczynnik zgodnosci W=0.

Podobnie jak w przypadku ANOVA Kruskala-Wallisa znane sg testy porownan wielokrotnych
(zobacz Woolson R.F. Statistical methods for the analysis of biomedical data , Wiley, str. 378 1 379).

Grupy i-tg i j-tg (i-ty i j-ty zabieg) uznajemy za istotnie rozne jezeli
R ON R

gdzie g, ,(c) jest kwantylem odpowiedniego rozktadu (zobacz Woolson - tablica 15).

|Roi_Roj

Prawdopodobienstwo przy Hy zaobserwowania fatszywie istotnej réznicy tgcznie w (; )porc')wnaniach

jest rowne q.

Dla poréwnan z wyrozniong grupa kontrolng (o numerze ¢) reguta jest podobna
> g, (OS2 I<igel

przy czym q,_,(c) jest kwantylem stosownego (innego niz poprzednio) tablicowanego rozktadu

|E[_Ec

(zobacz Woolson - tablica 16).

Uwaga. Test Friedmana moze by¢ takze uzyty do testowania jednorodnosci rozktadéw w probach
zaleznych pochodzacych z c>2 wymiarowego rozktadu cigglego. Mianowicie niech X=(Xj,...,X,)
bedzie wektorem (wierszowym)z c-wymiarowego rozktadu cigglego , przy czym sktadowe X,...,X.

maja odpowiednio rozktady brzegowe o dystrybuantach F1,....F, .
Na podstawie » elementowej proby prostej

X = Xi1,...X10)

X, = (Xt Xie)
z rozpatrywanego rozktadu zweryfikowac hipoteze

Hy: F)=..=F, wobec alternatywy H;: 3i,j X;<" X, (tzn. F;>F)).



