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Hipotezy ortogonalne
Rozwazamy model liniowy:

X=¢pte
gdzie XeR" jest wektorem obserwacji
peQc R" jest wektorem $rednich (wartosci oczekiwanych), o ktorym wiadomo,
lezy w pewnej wlasciwej podprzestrzeni liniowej (2 przestrzeni R”,
tzn. Qc R" i dim(Q)<n
ge R" jest losowym wektorem bledow o rozktadzie e~N,(0,0°T)

Rozwazmy dwie hipotezy liniowe specyfikujgce 2 podprzestrzenie liniowe oyc Q 1 wc Q2
przestrzeni Q). Hipoteze liniowa bedziemy utozsamiaé z podprzestrzenia, ktora ona specyfikuje.
Oczywiscie wyNancQQ jest podprzestrzenig liniowa
Potrafimy juz testowac hipoteze

H,: o< N,
przeciwko H;: o< Q-woNw,,
ale jesli test odrzuci hipoteze Hy: g oyn@ncQ , to cheielibySmy wiedzie¢ czy fatszywa jest hipoteza
wy czy , czy obie jednoczesnie. Nie zawsze jest to mozliwe

Przyklad. Model regresji liniowej

x=potPratBob; +& ,i=1,...,n
& iid. N(0,0%), ktory mozna zapisaé w postaci
Xy 1 a, b, &
=Ll 1+ B |+ B |+
Xn 1 a, b, g,

Jezeli chcemy zbada¢ czy zmienna a wptywa na wynik (odpowiedz) x, to testujemy hipoteze
1]
=0 ( zmienna a nie ma wptywu na x) ktora specyfikuje @, =spany | : |,| :

1| |b

Jezeli chcemy zbada¢ czy zmienna b wptywa na wynik (odpowiedz) x, to testujemy hipoteze

1| |aq
£=0 ( zmienna a nie ma wptywu na x), ktora specyfikuje @, =span

A

1| |a

Jezeli testujemy hipoteze o braku wptywu zmiennych a i b na odpowiedz x) x, to testujemy hipotezg
1
£i=0 i =0 ktora specyfikuje @; N @, =spany | :
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Moze si¢ jednak okazac, ze nie potrafimy oddzieli¢ od siebie wplywow zmiennych(tu nielosowych) a i b. Jezeli

a, b,
wektory | : |i| : | sasobierowne, to parametry £, i f sa nieidentyfikowalne a suma f;+/ moze by¢
ai’l bi’l
a, 1
identyfikowalna , gdy | : |#const|:|.Wowczas
a, |1
X, 1 [a, &
=Bl |+ (B +By)| ¢ |+
X, 1 L a, £,

W mniej skrajnych przypadkach kolumny macierzy planu moga by¢ ,,prawie liniowo zalezne” co skutkuje tw.
ztym uwarunkowaniem i testy hipotezy £,=0 i hipotezy £,=0 moga by¢ stabe a test hipotezy f,+/=0 moze

by¢ catkiem mocny.

Estymowalnos¢ i testowalnosé

Rozwazmy model X=AB+¢ , e~N,(0,5°1)

Def. Liniowa funkcja parametryczna ¢'B jest (nicobcigzenie) estymowalna, gdy istnieje liniowy

nieobcigzony estymator b'X tej funkcji.

WKW estymowalnosci E(b'X)=b'E(X)=b'AB=c'BVB < A'b=c < celm(A’)
(wiersz ¢' jest liniowa kombinacja wierszy macierzy A)

Def. Hipoteza liniowa HB=0 jest testowalna, jezeli estymowalne sg wszystkie liniowe funkcje

parametryczne generowane przez wiersze macierzy H

WKW testowalnosci : Im(H') < Im(A")
(wiersze macierzy H sg liniowymi kombinacjami wierszy macierzy A)

Wracamy do modelu
X=pte, e~N(0,5), @cQcR", dimQ)<n
Rozwazmy hipotezy H:pecmcQ 1 H g (e W,

Oczywiscie Q=0, ®w;” i Q=w, ®w, (sumy proste)

Def. Hipotezy @ i @, nazywamy hipotezami ortogonalnymi gdy przestrzenie ;" i @, sg ortogonalne
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Z warunku ortogonalnoéci hipotez @y i @, czyli z warunku ;" L @, wynika
o C o, (bo Q=0, ®w;)
0y C o (bo Q=w, ®w;")

zatem dim(w; + @) > dim(a, +a)ll) = dim(Q) (sumy algebraiczne )

Ale (o + @) Q stad dim(w, + @) < dim(Q).

Wobec tego dzicki ortogonalnosci hipotez @, i @, (czyli w;" L @; ) mamy dim(@, + @)= dim(Q).

Oznaczmy odpowiednio
g= dim(o N a)
r=dim(@;) (tzn macierz H, jest typu (s- 1, s) pelnego rzedu —specyfikuje s- r; ograniczen)
r=dim(w,) (tzn macierz H;, jest typu (s- r,, s) pelnego rzedu —specyfikuje s- r, ograniczen)

s= dim(Q)

Warunek ortogonalnosci badanych hipotez pozwala napisa¢ fundamentalny zwigzek pomigdzy
wymiarami odpowiednich przestrzeni

s=rtr-q

Postaé¢ kanoniczna

Wprowadzmy w R" nowg baze ortonormalng (e'l yeres e'n) tak aby

€., bazaw o N @
e'l,...,e'q, e'qﬂ,...,e;l baza w o,
e'l,...,e'q, ,e',lﬂ,...,e;. baza w o»
e'l,...,e'q, e'qﬂ,...,e',l ,e',lﬂ,...,e;. baza w Q
e'l,...,e'q, e'qﬂ,...,e;l ,e'rlﬂ,...,e; € 1sene,) baza w R"

Niech P bedzie macierzg przejscia od starej bazy kanonicznej do nowej bazy (e'1 yeres e'n)
Oznacza to, ze e'j = Z Pye, . Macierz P jest oczywiscie macierza ortogonalng. Zwiazek pomigdzy
i-1

wspolrzednymi x wektora w starej bazie i jego wspdtrzednymi x w nowej bazie jest postaci
x =P x’ lub réwnowaznie x =P'x
Poniewaz w bazie kanonicznej mozemy utozsamia¢ wektor z jego zestawem wspotrzednych w bazie

kanonicznej, kolumny macierzy P (wiersze P") sa zestawione z wektorow nowej bazy (e,....e,)



Statystyka Wyktad 13 Adam Cmiel A3-A4 31la cmiel@agh.edu.pl

Wektor AP lezacy w przestrzeni Im(A) rozpinanej takze przez (e'1 yeres e;,) moze by¢ zapisany w
postaci AB="ye,

i-1
Mnozgac obustronnie X=AB+e przez P’ otrzymujemy

P'X=P AB+P e=P' > y.e;+P'¢
i=1

Oznaczajac Y=P' X  n=P" & otrzymujemy réwnowazny model w postaci kanonicznej

- Iq 0 R
0 I
n-q
0 0 I 7 )
Y |=|L A 1+ M przy czym Nn~N(0,5°1)
o Vs
Y:Akany+n

Dla modelu w postaci kanonicznej hipoteza Hy przybiera postaé

Hy: @eo < Vi1 =0,07,=0
HOZ: Pe = ¥, =07, =0

H)?: geon o Vg1 =007, =0, 7,,=0,.,7,=0

N

Poniewaz przeksztalcenie ortogonalne zachowuje norme wigc prawdziwe sg rownosci

Ry =|& ’ =||Y_Akan'?

n

n
2 2 2 2
= DX =V0 kY,
1

i=s+
resztkowa suma kwadratow (wewnatrzgrupowa) w modelu bezwarunkowym .
AR v |12 2 2, y2 )
R] :”81” :”Y_Akan’Y]” = Yr1+1 oo 4 Ys + Ys+1 4+t Yn

resztkowa suma kwadratow w modelu warunkowym przy H (1)

Rl =1~ Al = Y2 o k7

gq+1 s+1

resztkowa suma kwadratow w modelu warunkowym przy H g

Ry =||‘(.;1,2||2 =||Y_Akan’.Y1,2||2 :Yqurl +"'+Yr12 +Y42+1+"'+YSZ+Y2 +"'+Ynz

s+1

resztkowa suma kwadratow w modelu warunkowym przy H (1) ANH g

Wida¢é, ze zmienne
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2 2
R =Ry=Y  ++Y

Ry—Ry=Y) +-+Y]

n

Ry=Y5, +--4Y}

n

sg niezalezne 1
RipyRi= (Ry —Ry)+(Ry —Ry) =Y. + -+ Y+ Y+ + Y]

s

Ponadto (oznaczajac przez F, ¢ rzut wektora ¢=E(X) na przestrzefi @; )

R, -R I g 1 2
. l—zoma rozktad ;(f_,l,(gl przy czym 6} =— Z)/f =—2H(o -P, (o”
o ot o
R, -R 1 < 1 2
. 2—20 ma rozktad Zj—”zﬁz przy czymd, =— z;/iz =—2H(0 -P, (o”
o o

R
o —g ma rozktad y.
o

Podsumowaniem jest nastepujaca

Tabelka ANOVA
Z.rodior .| Suma kwadratow STING Sredni kwadrat lloraz F
zmienno$ci swobody
m
F=—"
_ 1 . 1
Hipoteza o, R\-R, s-7 my = (Ri-Ro) m
Hipoteza o, Ry-R §-r) m, =—— (Ry-Ry) g
S*I‘z = —
2 -
Hipoteza 1 m,
- - m, =—(R,—R F, =
10, Ri>-Ry s-q 12 s—q( 12 0) 12 m,
Blad — 1
(wewnatrz grup) Ry n-§ My == Ry
Ogodlem Ri» n-q

Warto na etapie planowania eksperymentu zadba¢ o to by interesujace nas hipotezy byly
ortogonalne, gdyz ortogonalno$¢ umozliwia oprocz testowania lacznej hipotezy liniowej takze
testowanie hipotez skladowych a statystyki testowe dla tych hipotez szczegélowych sa niezalezne

Zadanie. Pokaza¢ ze w modelu efektow gldownych dwuczynnikowej ANOVA plan z macierza
licznosci

1|2

214
prowadzi do ortogonalnych hipotez a plan z macierza licznosci

1|2

2|3

nie prowadzi do ortogonalnych hipotez.
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Rozwigzanie
10 0]
| 0 1
| 0 1
1 1 0
Przy parametryzacji oszczednej macierz planu jest postaci 1 1 0 . Oznaczajac przez a,
1 1 1
1 1 1
1 1 1
|1 1 1|
a, 1 a3 kolejne kolumny macierzy planu mamy
o 7T [—27]
1110 1|+ 3
] =2
1|1 1|3 3
-2
1|1 1|4 3
1|0 1| 3
o, =span{a,,asy=spani|1|,| 0 |- =spani|1|,| = |¢, a)lLZSpan 3
1|1 1|+ 1
1
1|1 1 T 1
1] 1] 11 _%_ 1
w, =span{a,,a, } = span = span , a)2l = span

_._.__._.___._.
"
e e e T =

— e e e ek e e e
-

wm Ll Wl w— Gl W u|,l\, wl.‘\) wld

T
bl vl Wl w]— wll\‘) wll\‘) vl = W],

L

Widaé, ze <a)f, a)2l> =0, czyli o Lo, , wiec hipotezy @, i @, s3 ortogonalne.
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W drugim przypadku przy parametryzacji oszcz¢dnej macierz planu jest postaci

HHHHHHHH
_— = = O O O
_— O O = = O

T
L

Oznaczajac przez a, , a, i a; kolejne kolumny macierzy planu mamy
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Wida¢, ze <a)1L , a)zl> = 15, wiec w tym przypadku hipotezy «; i @, nie sg ortogonalne



