Statystyczna analiza danych biomedycznych

1 Podstawowe typy planéw eksperymentéw biomedycznych

Zaczniemy od wprowadzenia pewnych podziatéow dla réznych typow badan:

1. Obserwacyjne czy eksperymentalne?
Badanie obserwacyjne polega na analizie zebranych danych bez mozliwosci wptywania na nie.

Badanie eksperymentalne to takie gdzie w kontrolowanych warunkach mozemy wplywaé¢ na wy-
niki przez tak zwane interwencje.

2. Prospektywne, retrospektywne, czy krzyzowe?

Badanie prospektywne to takie w ktérym dane zbierane sg po rozpoczeciu eksperymentu. Zwykle
wybieramy dwie grupy roznigce si¢ czynnikami ryzyka a nastepnie patrzymy czy w pewnym prze-
dziale czasowym zajdzie interesujace nas zdarzenie czy nie (zwykle choroba lub zgon). Tak wiec w
planie prospektywnym znamy poczatkowe licznosci dla grup ryzyka i obserwujemy licznosci wysta-
pieni interesujacych nas zdarzen.

Badanie retrospektywne to takie w ktorym dysponujemy danymi o interesujacym nas zdarzeniu
z przesziodci i poszukujemy przyczyn ich zajscia badajac w ktorej grupie ryzyka znajdowaly sie
poszczegodlne osoby. Tak wiec w planie retrospektywnym znamy liczbe wystapien interesujacych nas
zdarzen i obserwujemy licznosci w poszczegolnych grupach ryzyka.

Badanie krzyzowe to jednoczesna obserwacja czynnikow ryzyka i wystapien interesujacego nas zda-
rzenia. Tak wiec w planie krzyzowym znamy jednie poczatkowa wielkosé proby (zwykle liczbe oséb
bioracych w eksperymencie) a nastepnie obserwujemy licznosci w podgrupach utworzonych przez
podzial na czynniki ryzyka i wystapienie interesujacego nas zdarzenia.

2 Test medyczny i jego charakterystyki

Rozwazmy dwie dychotomiczne zmienne losowe D i T'. Przyjmiemy konwencje biomedyczng i potraktuje-
my zmienna D jako indykator choroby. Zdarzenie {D = 1} oznaczane takze jako DT oznacza, ze badana
osoba jest chora. Podobnie zdarzenie {D = 0} oznaczane jako D~ oznacza, ze badana osoba jest zdrowa.

Uwaga 1 Stwierdzenie, zZe badana osoba jest zdrowa oznacza tylko, ze nie stwierdzono u niej choroby,
ktora jest przedmiotem maszego zainteresowania.

Druga zmienna dychotomiczna 7" interpretowac bedziemy jako test medyczny, bedacy podstawa diagnozy.
Zdarzenie {T" = 1} oznaczane takze jako Tt oznacza, ze stosujac dang procedure testowa uznajemy
badana osobe jako chora. Podobnie zdarzenie {T' = 0} oznaczane jako T~ oznacza, ze test nie wykryl
choroby u badanej osoby.

Uwaga 2 Sam test medyczny moze miec ztozong strukture logiczng i wykorzystywaé rozne szczegotowe
parametry kliniczne. W naukach biomedycznych zmienng T interpretuje sie jako czynnik ryzyka. Osoba u
ktorej test medyczny wykryt chorobe wcale nie musi byé chora ale ma wieksze prawdopodobienistwo zZe jest
chora niz osoba u ktorej test nie wykryt choroby.



Przyjmiemy nastepujace oznaczenia zdarzen dotyczacych wskazan testu 1"

prawdziwie dodatnie - true positive TP = Dt NTT
prawdziwie ujemne - true negative TN = D~ NT~
fatszywie ujemne - false negative FN = DT NT~
fatszywie dodatnie - false positive FP =D~ NTT,

oraz ich prawdopodobienistw prawdziwie dodatnich - true positive fraction
TPF =P(D"NT™")
prawdziwie ujemnych - true negative fraction
TNF=PD NT")
fatszywie ujemnych - false negative fraction
FNF =P(D™NT")
fatszywie dodatnich - false positive fraction
FPF=P(D NT").
Podstawowe charakterystyki testu medycznego T' to:

o Czutosé testu - Sens (sensitivity), - prawdopodobienstwo wykrycia testem 7' choroby u osoby rze-
czywiscie chorej. Wyraza si¢ ono wzorem

TPF
Sens = P(T'IDY) = 2 FNF

e Specyficzno$é testu - Spec (specifity), - prawdopodobieristwo negatywnego wyniku testu 7' (nie
wykrycia testem choroby) u osoby faktycznie zdrowej okreslone wzorem

e TNF
Spec = P(T™|D ):—TNF—i—FPF'

o Skutecznosé testu - ACC (accuracy) - prawdopodobieristwo prawidlowego wskazania testu dane
wzorem

ACC =P((T*TND")YU(T-ND"))=TPF+TNF.

o Wartosé rozpoznawcza potwierdzajgca testu - PPV (positive predictive value), to prawdopodobieri-
stwo zdarzenia, ze badana osoba, u ktorej test wskazuje na chorobe, jest faktycznie chora. Jest ona
definiowana wzorem PR

PPV =PD'T") = " —.
(DHT) TPF + FPF

o Wartosé rozpoznawcza wykluczajgca testu - NPV (negative predictive value), to prawdopodobien-
stwo zdarzenia, ze badana osoba, u ktorej test nie wskazuje na chorobe, jest faktycznie zdrowa.
Okresla ja wzor

B TNF
NPV = P(D™|T ):TNF+FNF'

Powyzsze charakterystyki powinny by¢ oczywiscie jak najwyzsze. Zdefiniujmy jeszcze:



e LR - iloraz wiarygodnosci - likellihood ratio

IR_ P(T*|D")

P(T+|D")

lloraz wiarygodnosci LR informuje nas, ile razy czesciej dodatni wynik testu pojawia sie w przypad-
ku populacji chorych w stosunku do populacji zdrowych. Czultosé, specyficznosé i iloraz wiarygodnosci
sa cechami charakterystycznymi testu. Pozostale charakterystyki zaleza od testu i populacji, w ktorej
stosujemy test. Jezeli ten sam test stosujemy w réznych populacjach rézniacych sie miedzy soba praw-
dopodobienstwem P(D™), to wartosci predykcyjne danego testu beda rozne w tych populacjach. Test
charakteryzujacy sie wysoka czutoscia i specyficznoscia stosowany jako test kliniczny moze mie¢ bardzo
wysokie wartosci predykcyjne potwierdzajace i wykluczajace. Ten sam test stosowany jako test przesiewo-
wy w populacji z rzadka choroba bedzie miat oczywiscie warto$é predykcyjna potwierdzajaca tym nizsza
im nizsze jest prawdopodobienstwo P(D™).

3 Miary zalezno$ci pomiedzy dychotomicznymi zmiennymi loso-
wymi

Omoéwimy roézne miary powiazann T 1 D w populacji oraz ich estymatory w réznych schematach prob-
kowania. Skupimy sie tylko na tych miarach, ktoére traktuja zmienng D jako zmienng objasniana, a T’
jako zmienng objasniajaca. Wybor miary zalezy od celu badania. Najczesciej stosowane miary to iloraz
szans, ryzyko wzgledne oraz ré6znica ryzyk. Aby zbada¢ wplyw zmiennej objasniajacej T na zmien-
ng objasniang D, mozemy poréwnaé¢ prawdopodobienstwa DV przy réznych stanach zmiennej T', czyli
P(D*|T*) 1 P(D"|T~). Roznica tych prawdopodobienistw jest nazywana roznica ryzyk (Risk Differen-
ce) i oznaczana

RD = P(D*|T*) — P(D*|T").

Jezeli zmienng 7' bedziemy interpretowali jako czynnik ryzyka, ktérego obecnos¢ zwieksza prawdopodo-
bienistwo choroby, to mnozac RD przez licznosé badanej populacji uzyskujemy oczekiwang liczbe os6b
danej populacji, ktore nie zachoruja na rozwazana chorobe, gdy czynnik ryzyka zostanie wyeliminowa-
ny. W przypadku, gdy rozwazamy rzadka chorobe, to oba prawdopodobienstwa warunkowe P(D*|T) i
P(D*|T~) moga by¢ male, co prowadzi do malej wartosci RD. W takiej sytuacji bardziej sugestywna
miara wptywu 7" na D jest iloraz

P(D*|TT)
~ P(D|T)
zwany ryzykiem wzglednym (Relative Risk). W przypadku, gdy P(D|T) = 0.03, a P(D*|T~) = 0.01,
otrzymujemy RD = 0.02, co moze sugerowa¢ brak wptywu zmiennej 7' na D, natomiast RR = 3 wskazuje
raczej na istotny wpltyw zmiennej 7' na zmienng D. Zamiast prawdopodobienstw sukcesu mozna analizo-
wac tzw. szanse sukcesu definiowang jako stosunek prawdopodobienstwa sukcesu do prawdopodobienstwa
porazki, czyli

RR

lloraz szans OR (Odds Ratio) wyraza si¢ wzorem

_ PDFTT)/P(D7|TT)
P(DHT~)/P(D~|T™)

OR

W zaleznosci od interpretacji zmiennej zaleznej T' iloraz szans jest rowny ilorazowi szansy wystapienia
choroby wsrod oséb z pozytywnym wynikiem testu badz przy obecnosci czynnika ryzyka przez szanse



wystapienia choroby wéréd oséb z negatywnym wynikiem testu badz przy braku czynnika ryzyka. Latwo
pokazad, ze iloraz szans O R mozna zdefiniowaé¢ takze wzorem

_ P(TT|DT)/P(T7|DT)

O = BT+ D7) /PT- D)

Mozna go wiec interpretowac jako iloraz szansy dodatniego wyniku testu wsrod osob chorych przez szanse
dodatniego wyniku testu wéréd osob zdrowych. Wynika stad, ze w definicji ilorazu szans rozréznienie
pomiedzy zmienna objasniang a objasniajaca nie jest konieczne co jest bardzo wygodne w statystyczne;
analizie danych. Iloraz szans mozna wyrazi¢ takze wzorem

P(D*NTHP(D-NT")

on = P(D-NTHP(D*NT-)

Nalezy zwrocié uwage, ze jezeli iloraz szans jest rowny 1, to nie ma zwigzku pomiedzy 7' a D, natomiast,
jezeli nie jest on réwny 1, to taki zwiazek istnieje.

4 Estymacja charakterystyk

Rozwazmy eksperyment ze zmiennymi 7" i D, ktérego wyniki przedstawimy w formie tabeli.

Dt | D™
T% | Ni1 | Ny
T~ | Noi | Noo

e W eksperymencie prospektywnym traktujemy licznosci brzegowe Ni; + Nyg = ni. i Nyp +
Nyp = nyp. dla wierszy jako ustalone. Rozklad licznosci rozwazanej tablicy czteropolowej jest w tym
przypadku produktem dwoch rozktadéow dwumianowych B(ny.,p1.) i B(no., po.)-

e W eksperymencie retrospektywnym traktujemy licznosci brzegowe Ny; + Ng1 = n.q i Nyg +
Nog = n.o dla kolumn jako ustalone. Rozktad licznosci rozwazanej tablicy czteropolowej jest w tym
przypadku produktem dwoch rozktadow dwumianowych B(n.i,p.1) i B(n.g,p.o).

e W eksperymencie krzyzowym traktujemy sume wszystkich licznosci Ni; + Nyg+ Noi + Noo = n
jako ustalona. Rozktad licznosci komorek to rozklad wielomianowy W (n, pi1, pio, Po1, Poo). W eks-
perymencie krzyzowym mozemy réwniez obserwowaé rozktady warunkowe traktujac licznosci dla
wierszy jako ustalone lub licznosci dla kolumn jako ustalone. Tak wiec wszystkie techniki wniosko-
wania statystycznego dostepne w eksperymencie prospektywnym lub retrospektywnym sa dostepne
w eksperymencie krzyzowym.

W eksperymencie krzyzowym jestesmy w stanie estymowaé¢ odpowiednimi czestosciami (czyli estyma-
torami najwiekszej wiarygodnosci) prawdopodobienstwa dla poszczegolnych pol tablicy czteropolowe;.
W eksperymencie prospektywnym lub retrospektywnym mozemy stosownymi czestosciami estymowac
jedynie niektore prawdopodobienstwa warunkowe.

e W badaniu prospektywnym jesteSmy w stanie estymowaé prawdopodobieristwa:

. N
PPV = P(D*T*) = —
nq.
. N,
NPV = P(D7|T") = 2.
no.

Korzystajac z faktu B(n,p) ~ AN (np,np(1 — p)) oraz z lematu Stuckiego otrzymujemy

P(PPV € |PPV = Gppy ity (1= 5) . PPV + el (1-5)|) = 1 -
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P (NPV S []V\W—&vaFJG(IOJ) (1 — %) ,N/\W—F&vaFjg(lO,l) <1 — %)]) —1 —Q,

gdzie

1 — — 1 — —
Gppv = \/— (PPV(1=PPV)), awpy = \/— (NPV(L-NPV))
ny. nyo.

Uwaga: Mozna réwniez obliczy¢ doktadne przedzialy ufnosci korzystajac z dystrybuanty rozktadu
dwumianowego tzn, Jesli N jest liczba zaobserwowanych sukcesow z rozktadu B(n,p) z nieznanym
prawdopodobieristwem sukcesu p to doktadnym przedziatem ufnosci na poziomie 1—a dla parametru
p jest przedzial [L(N, «),U(N, a)], gdzie

. a o
L(N,a) = inf {p €0,1]: 1 — Fppup(N —1) > 5} . R(N,a) = sup {{p €[0,1] : Frpup(N) > 5} .
Tego typu przedzialy ufno$ci nazywamy przedziatami Cloppera-Pearsona i nalezy stosowaé gdy
N < 51lubn— N <5 bo wtedy asymptotyczne przedziaty ufnosci sa zbyt niedoktadne.

W badaniu retrospektywnym dysponujemy estymatorami

— . N
Sens = P(TH|D*") = 1,
na
A N
Spec = P(T"|D7) = =2,
N.o
= POMDY - Sens
P(T+|D™) 1 — Spec

Asymptotyczne przedziaty ufnosci dla czutosci i specyficznosci konstruujemy analogicznie

P (Sens € [@9 — 6Sen5F§(1071) <1 — %) ,S/ezs + 6SensF]§(10,l) (1 — %)]) —1—-a,

P <Spec € [S/pe\c — &Spechg(lo’l) (1 — %) ,5{]96\0 + &gpechg(loJ) (1 — %)]) —1—a,

gdzie

s =\ (Sems(1 = Sem)). e = oL (Spectr - Spen)

n.g -0

Aby wyznaczy¢ przedzial ufnosci dla ilorazu wiarygodnosci obtozymy LR logarytmem i skorzystamy
metody delta z ktorej wynika, ze log(B(n,p)/n) ~ AN (logp, (1 — p)/(np)) tak wiec

log(LR) ~ AN (log Sens/(1 — Spec), 61, 1.1):

gdzie
A — —— I 5o Soe
Olog LR — \/ag’ens/sens + O%'pec/(l B Sp60)2) - \/ Nll ]\];10
Czyli

—~ R _ o = . - a
P (LR c |:LR exp (_UlogLRFN(lojl) (1 — 5)) ,LReXp (O'logLRFN(lovl) <1 — §)>i|) —1—«

W badaniu retrospektywnym nie mozemy estymowaé¢ PPV i NPV bez dodatkowej informacji o
P(D") = p czyli o czestosci chorych w populacji. jesli jednak mamy taka dodatkowsa informacje (np
WHO) to ze wzoru Bayesa

Sens p

PPV =
v Sens p+ (1 — Spec)(1 — p)
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_ Spec (1 —p)
~ Spec (1 —p) + (1 — Sens)p

Estymujemy wiec powyzsze wielkosci:

NPV

PRV = — Sens/p\
Sens p+ (1 — Spec)(1 — p)
NPV — Spec (1 —p)

Spec (1—p) + (1 — Sens)p

Przedzial ufno$ci mozemy otrzymac¢ podobnie jak dla LR wykorzystujac tym razem transformacje

logitowa
logit(z) = log < i ) :

11—z
Tak wiec
logit(ﬁﬁ/) = log (%) + log(@) — log(1 — g]n;c)

logit(NPV') = log (_p) + log(Spec) — log(1 — Sens)
p

Asymptotyczna odchylenia standardowe obliczone z metody delta to

11-Sens 1 Spec

a—logit(PPV) = — - —
n.i Sens n.o1— Spec
— —
R 1 Sens 1 1— Spec
Ologit(NPV) = A| — ———c + — ————.
nil— Sens M0 Spec
Czyli
10git(PPV)—5flogit(PPV)FJQ(IOJ)(1—%) elogit(PPV)'i'fflogic(PPV)FJG(IO,I)(1—%)
P | PPV ¢ —1—«
DT, N —1 al’ (DD ~ —1 @
14 eloglt(PPV)—alogit(va)FN(M)(1—5) 14 eloglt(PPV)—i—Jlogit(ppV)FN(OJ)(1—5)
elogit(NPV)f&logit(va)F];(lo,l) (1-%) elogit(NPV)+&10git(va)Fjg(loyl) (1-%)
P| NPV e —1—«

N DY/ ~ —1 ) (N DS ~ —1
1 + el()glt(NPV)_glogit(NPV)FN(O’l)(1_%) 1 —I— eloglt(NPV)+01051t(NPV)FN(O,l)(1_%)

e W badaniu krzyzowym dysponujemy wszystkimi estymatorami dostepnymi w eksperymencie
prospektywnym i retrospektywnym. Ponadto mozemy estymowaé¢ prawdopodobieristwa

TPF =P(DtNTY) = %
FNF=P(D'NT") = %
FPF=P(D NTY) = %
TNF=P(D NT") = %
ACC =TPF +TNF = 12w



Przedziaty ufnosci otrzymujemy z asymptotyki rozktadu dwumianowego

~ (6] ~ (0%
P(X€[X—oxFyi (1-5) K +axFioy (1-3)]) »1-a

ox = (0 %)

podstawiajac za X odpowiednio TPF, FNF, FPF, TNF, ACC.

gdzie

5 Estymacja r6znicy ryzyk i ryzyka wzglednego

Roznice ryzyk oraz ryzyko wzgledne mozemy estymowaé¢ w eksperymencie prospektywnym lub krzy-
zowym. W eksperymencie retrospektywnym majac wiedze o P(D") da sie teoretycznie estymowaé te
wielkosci jednak w praktyce sie tego nie robi. Stosuje sie po prosu iloraz szans ktory jest odporny na
rodzaj eksperymentu. Tak wiec w eksperymencie prospektywnym i krzyzowym mamy

RD = PPV + NPV — 1,
—_— ﬁv
R i ———
1 - NPV
P(RD € [RD = onpFyly,y (1= 5) . BD +6noFyy,, (1-5)]) = 1 -0,

— ) _ « — . - o
P (RR € [RRexp <_O-10gRRFN(1071) <1 — 5)) , RRexp (alOgRRFN(IOJ) (1 — 5))]) —1—-aq,

s a2 )
OrD = \/Oppy T Onpv

R 1—P/ﬁv+ﬁp\v
Olo = .
log il Ny Not

gdzie

oraz analogicznie jak dla LR

6 Estymacja ilorazu szans

e W badaniu prospektywnym

——  P(DY|T)
P

oF — JP(D-|T*)  NiiNy
(D*H|T-)/P

(D-|T-) NN’
e W badaniu retrospektywnym

—

OR =

P(T*|D4)/P(T~|DY) _ NitNoo
P(T+|D-)/P(T-|D-) NouNwo

e W badaniu przekrojowym

——  P(D*NTHP(D-NT") NNy

OR =" r - .
P(D-NTHP(D*NT-)  NorNio




Widag¢, ze estymator ilorazu szans OR jest niezmienniczy ze wzgledu na plan eksperymentu. Uzyska-
nie przedzialu ufnosci wymaga zastosowania wielowymiarowej metody delta dla asymptotyki rozktadu
wielomianowego. Wprowadzmy oznaczenia:

15 = [ﬁlh ]3017]3107 ﬁOO]T

pP= [p11,p01,p10,p00]T
Z CTG mamy
gdzie
p1r(l —p11) —Pp11Po1 —p11P1o —P11Poo
N —P11Po1 p01(1 - p01) —Po1P10 —Po1Poo
—P11P10 —Po1P10 plo(1 - Plo) —P10Poo
—P11Poo —Po1Poo —P10Poo poo(l - poo)

Iloraz szans okreslony mozemy zapisa¢ w postaci
@ _ 1311}?00.
Po1P1o
Obktadajac logarytmem definiujemy funkcje
p(p) =log OR = log p11 — log po1 — log pio + 1og poo.-

Pochodna mocna funkeji ¢(p) w punkeie p jest odwzorowaniem liniowym reprezentowanym przez macierz

/ 1 —1 —1 1
¢ ®) =7 2 o o

Stosujac metode delta dla funkeji p(p) otrzymujemy
90(13) ~ AN(QD(I)), UfogOR)’
gdzie
1 1 /1 1 1 1
2 / ! T
o =— b)) =—|—+t—+—+—].

L e )

Z mocnej zgodnosci estymatora p wektora p i z lematu Stuckiego otrzymujemy

1Og 5}\% ~ AN<1Og ORa a-120gOR)7

gdzie

R \/ 1t .1 1
Olo = .
s O Nii Not Nig Noo
Tak wiec
—_— N _1 a — R _1 a
P (OR € [OR exp <_UlogORFN(0,1) (1 — 5)) ,ORexp (01080RFN(0,1) (1 — 5))}) —-1—-«
Bardzo czesto przeprowadza sie test statystyczny ilorazu szans:
H()ZOR:L HlOR%l

ktorego interpretacja jest oczywista. Hipoteza méwi ze czynnik ryzyka czy tez pozytywny wynik testu nie
wplywa na szanse wystapienia choroby przeciwko alternatywie ze wplywa. Korzystajac z asymptotycznej
normalnoéci log O R mozemy tatwo obliczy¢ p-wartos¢ takiego testu

logél\%
Prave = 2 (1 ~ Fyon <—| : ')) |
OlogOR
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7 Poréwnanie wartosci diagnostycznych dwoéch testow medycz-
nych

W badaniach medycznych bardzo czesto chcemy poréwnacé ze soba dwa testy medyczne zwykle po to
zeby wybraé lepszy chodz nie zawsze jest to mozliwe. Testy medyczne moga réznié sie w sposob istotny
charakterystykami w taki sposob, ze nie mozna uzna¢ jednego z nich za lepszy na przyktad jeden test
medyczny moze mie¢ wieksza czuto$é ale za to mniejsza specyficzno$é od drugiego testu medycznego.

7.1 Poréwnanie wartosci diagnostycznych dla niezaleznych testéw medycz-
nych

Rozwazmy 2 niezalezne eksperymenty medyczne przeprowadzone na roztgcznych grupach pacjentow A i
B (roztaczne grupy pacjentéw gwarantuja niezalezno$é wynikow). Wyniki obu eksperymentéw przedsta-
wiamy w 2 tabelach:

D} | Dy D} | Dy
Ty | My | My Ty | Ni | Ny
T, | Mo | Moo Ty | Noi | Noo

Niech CA i CB oznaczaja estymatory jakich$ charakterystyk C'A i1 OB testow Ty i T (np. czulosé).
o jesli CA ~ ~ AN(CA,62,) i CB ~ AN(CB,6%p) to z niezaleznosci mamy
CA—CB ~ ~ AN(CA — CB, 6%, + 6%5).
Tak wiec dla testu statystycznego
Hy:CA=CB, H,:CA#C(CB

mozemy obliczy¢ p-wartos¢ ze wzoru:

ICA— CB|
Pvalue = 2 [ 1 — Fiv(o,) \/ﬁ
cA CB

e jesli dla pewnej funkcji Scisle rosnacej ¢, ¢(6Z) ~ AN(p(CA), 0¢> cA) ) iqﬁ(@) ~ AN(¢(CB), a¢ CB))

to z niezaleznos$ci mamy
$(CA) = ¢(CB) ~ AN($(CA) — ¢(CB), 65 ca) + Go(cm))-
Tak wiec dla testu statystycznego
H(]ICA:CB, chA%CB

mozemy obliczyé¢ p-warto$é ze wzoru:
|¢(CA) — cb(C B)|

\/¢>CA CB)

Na przyktad dla ilorazu szans p-wartos¢ testu statystycznego

HO . ORA = ORB, H1 . ORA 75 ORB

pvalue:2 1_-FN()l)

obliczamy ze wzoru:

’ lOg(Mll) — log(]\/[01) — 10g(M10) + lOg<MOQ) — IOg(Nll) + lOg(N01) + log(ng) — log(N00)|

Pvalue = 2_Q-FN(O,I)

1 1 1 1 1 1 1 1
\/Mn + Moy + Mo + Moo + Ni1 + No1 + Nio + Noo
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7.2 Poréwnanie wartosci diagnostycznych dla zaleznych testéow medycznych

Teraz rozwazymy sytuacje w ktorej na n pacjentach wykonuje sie 2 testy medyczne Ty i Ts. Wyniki
przedstawiamy w tabeli

Ti T4 | Nin | Niio
Ti Ty | N | Nioo
Ty Ts | Noux | Nowo
Ty Tg | Noot | Nooo

Rozwazymy tu od razu plan krzyzowy. Przez p;j, oznaczmy prawdopodobienstwo p;j, = P(Ta4 =i,T5 =
J, D = k). Poniewaz wektor (Ny11, ..., Nooo) ma rozktad wielomianowy W (n, pi11, ..., pooo) to wektor frakeji

NN A . Nin Nooo
pP= (Pln, -«-,pooo) = y e
n n

jest asymptotycznie normalny, a konkretnie
Vn(p —p) ~ AN(0,%(p)),
gdzie

p111(1 - p111) s —P111P000
X(p) = : :
—P111Pooo T pooo(l - pooo)

Charakterystyki Testu A i B moga by¢ estymowane za pomoca wektora p. Na przyktad:

D111 + Pio1
D111 + Diio + Pror + Dioo

PV = P(D*IT) =

P111 + Do11
P111 + Prio + Porr + Poro
Estymator logarytmu kazdej charakterystyki jest gtadka funkcja wektora p, tzn:

log(CA) = ¢4(p), log(CB) = ¢5(p).

PPVy = P(DT|T}) =

Roéznica
¢(B) = ¢a(P) — ¢5(D)
jest wiec asymptotycznie normalna tzn,

log(C'A) —log(C'B) ~ AN(log(CA) —log(CB), &ﬁ)g(CA)flog(CB))v

gdzie

o¢ " (5)).

R 1, . o ,
Olog(CA)—log(CB) = \/;ﬁ (P)X(D)o (P)7, ¢ (p) = (8}9111 P), Trons

Tak wiec dla testu statystycznego
HOZOA:CB, ch’A?éCB

mozemy obliczy¢ p-wartos¢ ze wzoru:

log(C'A) — log(CB
Dvalue = 2 (1 — Fno,) <| 8(C4) Bl )|>)

a-log(CA)flog(CB)
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8 Krzywa ROC

A co jesli wynik testu medycznego nie jest zero-jedynkowy? Niech wynik testu medycznego T bedzie
zmienng losowa na podstawie ktorej chcemy podja¢ decyzje czy wynik jest pozytywny czy negatywny.
Zalozmy ze mate wartosci 1" $§wiadcza przeciwko chorobie a duze wartosci 7' za choroba. Jesli wiec ustalimy
pewien prog t to decyzja o wyniku testu wyglada tak:

T-={T<t}, T"={T>t}.

Zauwazmy teraz ze czulos¢ i specyficznosé testu T' zalezy od progu t poprzez dystrybuanty rozktadow
warunkowych T|D* oraz T|D~:

Sens(t) = P(T > t|D") =1 — Frp+(t), Spec(t) = P(T <t|D7) = Frp-(t)

Dobry test medyczny to taki ktorego czutosé i specyficznosé jest duza. Poniewaz kazda dystrybuanta
jest niemalejaca to tatwo widaé¢, ze male t skutkujg duza czuloscia i mata specyficznoscia a duze t
skutkuja malg czuloscia i duzg specyficznoscig. Aby zobrazowaé jak test medyczny reaguje na zmiane
progu wymyslono tzw. krzywa ROC (Receiver operating characteristic). Jest to krzywa parametryczna:

(z(t),y(t)) = (1 — Spec(t), Sens(t)) = (P(T > t|D~), P(T > t|D*)), teR
Zauwazmy ze

(x(t),y(t) € [0,1]%,  lim (x(t),y(t) = (1,1)  lim (2(t),y(t)) = (0,0)

t——o00 t—o00

oraz x(t) 1 y(t) sa nierosnacymi funkcjami ¢. Dobry test medyczny powinien przyjmowaé stochastycznie
wieksze wartosci T' w przypadku choroby niz w przypadku braku choroby co mozna zapisa¢ w jezyku

stochastycznej dominacji:
VteR P(T >t|D%)) > P(T >t|D7))

co dla krzywej ROC oznacza, ze:
(x(t),y(t) € {(z,y) : 0 <z <y <1}

Tak wiec idealny test medyczny to taki dla ktorego (z(t),y(t)) = (0,1) (czutosé i specyficznosé rowna
1) natomiast najgorszy test medyczny to taki ktorego wynik nie ma zwiazku z choroba czyli T'i D sa
niezalezne. W takim przypadku

T,D — niezal. = P(T >t|D”)=P(T >t)=P(T > t|D") = (2(t),y(t)) € {(z,y): 0 <z =y < 1}

czyli krzywa ROC jest na przekatnej kwadratu [0, 1]2.

8.1 Wybér progu i pole pod krzywag ROC

Jaki prog t daje najlepsza klasyfikacje? To zalezy od kryterium. Najczesciej stosowanym kryterium to
maksimum sumy czutosci i specyficznosci. Poniewaz y(t) > z(t) to 1 < Sens(t) + Spec(t) < 2. W zwiazku
z tym definiujemy tzw. indeks Youdena

Y1 =max Sens(t) + Spec(t) — 1,

teR

ktory przyjmuje wartosci z przedziatu [0, 1]. Optymalny prog wedtug tego kryterium to takie ¢y dla ktorego
Sens(tg) + Spec(ty) — 1 = YI. Wybor tego progu obrazuje rysunek:

11



to= %m dift)= arpipaX 4,
A= | XV-0] -1 = k) ) —> s
Hil= 4V x (¢ )= Sl )s Gecltl-1— monx

() = Vondon' s molex

O d

Jesli natomiast chcemy zbada¢ warto$¢ prognostyczna testu 7' bez ustalania progu to mozemy ja
mierzy¢ za pomoca prawdopodobienstwa zdarzenia, ze wartos¢ T' bedzie wicksza dla losowo wybranej
osoby chorej niz dla losowo wybranej osoby zdrowej:

AUC = / / I(t1 > t)dPTIP" (#)dPTIP™ (t,)
R R

Okazuje sie ze takie prawdopodobieristwo ma bardzo tadna interpretacje graficzna jako pole pod krzywa
ROC (AUC - Area under curve) wynika to z prostego przeksztalcenia caltki

AUC = I(ty > to)dPT" (t1) | AT (82) = [ Sens(ta)dP" (1) = | y(0)dP"P" (1)
I/ oo | /

R R R

8.2 Estymacja krzywej ROC, progu klasyfikacji i AUC

Niech (71, D1), ..., (T,,, D,,) bedzie proba prosta gdzie (T;, D;) oznacza wynik testu medycznego a D; jest
dychotomiczna zmienna oznaczajaca chorobe badz jej brak. Poniewaz krzywa ROC to (z(t),y(t)) =
(1 = Frp-(t),1 — Frip+(t)) to naturalnym estymatorem krzywej ROC jest

(@(),9(1) = (1 = Prip-(8),1 = Fryp+ (1)),

12



gdzie

n

A SIT<OID,=0) ST < H)I(D; = 1)
Frip- (t) = =1 - , Frp+ (t) = =
310 = 0) S I(D; = 1)

to dystrybuanty empiryczne rozktadéw warunkowych. Poniewaz 2(t) i (y(t) sa kawatkami state to wy-
starczy obliczy¢ estymator dla t € {17, ..., T,,}.

Optymalny prog ty ze wzgledu na kryterium indeksu Youdena mozemy tatwo estymowaé jako:

to = argmax = §(t) — 2(t)
te{T1,....Tn}

Poniewaz AUC jest prawdopodobienistwem pewnego zdarzenia estymujemy je jako frakcje:

> S I(Ty > THI(D; = 1)I(D; = 0) S Y I(Ty = T)I(D; = 1)I(D; = 0)
1@ _ =1 ]:ln _ + i=17=1 __
>3 I(D; = 1)I(D; = 0) 25 3 I(D; = 1)I(D; = 0)

Wyraz w nawiasie to tak zwana poprawka na ciagtosé¢ (pole pod tamana ROC).

8.3 Przedzial ufnosci dla AUC

Pomimo ze AUC jest prawdopodobieristwem estymowanym przez frakcje to nie tatwo wyznaczy¢ dla niego
przedzial ufnosci. Jesli frakcja jest liczona jako suma indykatoréw niezaleznych zdarzen o tym samym
prawdopodobienistwie to korzystajac z asymptotyki rozktadu dwumianowego mozemy wszystko przybliza¢
rozkladem normalnym. Jednak tutaj zdarzenia {1; > T} sa zalezne. Istnieja metody kombinatoryczne
wyznaczania przedzialow ufnosci dla AUC' jednak sg one na tyle skomplikowane, ze w praktyce sie ich
raczej nie stosuje. Najczesciej w praktyce stosuje sie przedziaty oparte na nieparametrycznym bootstrapie.
Przeksztalémy nasze oryginalne dane (T3, Dy), ..., (T}, D,,) na:

(T1,07"‘7Tn0,0)7 <T1,17"‘7Tn1,1)7 No +n1 =n,

gdzie (Th 0, ..., Ty, 0) to wszystkie wyniki testu medycznego dla osob zdrowych a (71 1, ..., Ty, 1) to wszyst-
kie wyniki testu medycznego dla oséb chorych. Z tych danych obliczamy estymator AUC. Nastepnie z
ciagu (110, .., Tny,0) losujemy niezaleznie z rozkladu jednostajnego (ze zwracaniem) ny wartosci a z ciagu
(T1 1, ..., Tny 1) losujemy niezaleznie z rozktadu jednostajnego (ze zwracaniem) ny wartosci. OtrzymaliSmy
w ten sposob jedna replikacje boostrapowa:

(T11,07 LT

ng,0

)> (T11,17 ---,Tél,l), ng + Ny =n,

z ktorej obliczamy A/U\C’l. Powtarzamy replikacje niezaleznie M C' razy otrzymujac A/U\C’l, e AUC MC-
Mozna udowodnié, ze jesli T' jest ograniczona zmienna losowa oraz lim ny/(ny +ng) = ¢ € (0, 1) to
n—oo

lim lim P (AUC € [A/U\C(LMC a/2J)714/@(LMC (1—a/2)j)]) =1-—oq.

n—o0 MC—o0

Mozna réwniez pokazac, ze dla lea = (A/U\C(LMC (1-a/2)]) — A/U\C(LMC a/gj)) /2 mamy

lim lim P (AUO e [A/U\C Ry, AUC + Rl_aD —1—a

n—o00 MC—o0
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8.4 Test statystyczny dla wartosci prognostycznej testu medycznego

Jak sprawdzi¢ czy test medyczny ma jakakolwiek warto$¢ prognostyczng dla choroby. Jesli nie prezentuje
takiej wartosci to krzywa ROC lezy na przekatnej lub réwnowaznie (przy zatozeniu ze y(t) > x(t))
AUC = 0.5 lub réwnowaznie Y I = 0. Zauwazmy ze jesli chcemy testowaé hipoteze ze test medyczny nie
ma wartosci prognostycznej przeciwko alternatywie ze ja ma mozemy to matematycznie zapisa¢ w sposob
nastepujacy. Niech

Frip+(t) = Frip-(t) — A(t),

gdzie A(t) jest funkcja rzeczywista nieujemna. Testujemy
H02A<t):(), HlAZO/\A#O
Prowadzi to do jednostronnego testu Manna-Whitneya. P-warto$¢ tego testu obliczamy ze wzoru:

p=1- FN(O,l)(W)a

gdzie
R+_(n—2i-1) n n _ 1n
W="""2 M=S"ID;=0), N=SID=1), R ==S RID =1
el O SIURTINS ) SV D R
12N - - -

oraz (Ry, ..., R,) jest wektorem rang dla (71, ...,T},).

9 Regresja logistyczna

A co w sytuacji gdy wynik testu medycznego sktada sie z wielu pomiaréw ktorych wyniki moga by¢
ilosciowe lub jakosciowe? Wtedy mozemy zamodelowaé wplyw obserwacji (tzw. predyktoréw) na praw-
dopodobieristwo wystapienia choroby w nastepujacy sposob:

k
logit(p) = fo + > BiX;
=1

gdzie Xj, ..., X} to predyktory ciggte lub dychotomiczne predyktory grupujace (oznaczajace przynalez-
nos¢ do danej grupy ryzyka), a nieznane parametry S, ..., S modeluja liniowy wplyw predyktoréow na
zlogarytmowana szanse wystapienia choroby (logit(p) = log ﬁ).

Uwaga: Jesli pacjent nalezy do jednej z j grup to kodujemy za pomoca 7 — 1 zmiennych dychotomicz-
nych (X, ..., X;_1) gdzie (0, ...,0) oznacza przynaleznosé¢ do pierwszej grupy (zwykle grupa kontrolna) a
(0,..,0,1,0...,) z jedynka na i-tym miejscu oznacza przynaleznosé do i + 1 grupy.
Zauwazmy, ze logit(p) jest $cisle rosnaca funkcja p taka, ze:
1
lim logit(p) = —oo, logit (—) =0, limlogit(p) = oo
p—0 2 p—1

Funkcje odwrotna do funkcji logit oznaczamy przez

B 1
C14ev

logistic(y)

tak wiec prawdopodobienstwo wystapienia choroby zalezy w tym modelu o predyktoréw w nastepujacy
sposob

k
p = p(Bo, -, Bry X1, ..., Xi) = logistic (50 + Zﬁin)

i=1
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Niech Dy, ..., D,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi zero-jedynkowymi, takimi ze
Di ~ B(17p<505 ey Bka X1i7 cee Xk1>7

gdzie Xy, ..., Xi; to wyniki pomiaréw dla i-tego pacjenta. Mamy tu do czynienia z k + 1-wymiarowym
modelem parametrycznym z nieznanym parametrem [ = (fo, ..., f;). Parametr ten mozemy estymowaé
metoda najwiekszej wiarygodnosci

~

B = argmax > [Dilog(p(Bo, ---; Brs X1i, v Xii)) + (1= D) log(1 = p(Bo, ey By X1s ey Xii))]
=1

BeRF+H!

9.1 Test istotnos$ci parametréow

Czes¢ pomiaréw moze nie mie¢ zwiazku z chorobg. Zaktadajac poprawno$é modelu logistycznego nie-
zalezno$¢ wyniku danego pomiaru X; jest réwnowazna zerowaniu sie parametru ;. Zajmiemy sie teraz
testem hipotezy:

H() . ﬁkl, ...,ﬁkl = 0,
((k1, ..., k) jest rosnacym podciagiem ciagu (0, ..., k)) przeciwko alternatywie ze tak nie jest. Wykorzy-
stamy tu twierdzenie o asymptotycznym rozkladzie ilorazu wiarygodnosci (patrz wyktad z Testowania
Hipotez Statystycznych). Oznaczmy:

n

L(3,X) = Hp(ﬁm oo By Xty ooy Xit) /(1 = D(Boy ooy Bros Xy ooes Xi)) 777,
i—1

n

B = arg max Z[Dz IOg(P(ﬂoa /D, GRS sz)) + (1 - Dz‘) log(l - p(ﬁo, ooy By Xy oo sz))]

BeRk+17 Bklr"?ﬁklzo =1
L3, X
T =2log M
L(B, X)

Przy prawdziwosci Hy statystyka T' ma asymptotyczny rozklad x7. Tak wiec p-warto$¢ powyzszego testu
obliczamy ze wzoru:

DPvalue = 1— FXZQ (T)

9.2 Iloraz szans

Trudno jest oceni¢ sile wptywu danego pomiaru X; na prawdopodobienistwo choroby na podstawie wy-
estymowanej wartosci parametru [3;. P-warto$¢ testu informuje nas o istotnosci lub jej braku ale nawet
istotny wplyw moze by¢ staby (stabszy niz wplyw innego pomiaru). Do oceny silty wpltywu pomiaru X;
uzywa sie ilorazu szans. W zalezno$ci czy pomiar jest predyktorem ciaglym czy dychotomiczng zmienna
grupujacg iloraz szans ma roézna interpretacje.

9.2.1 Predyktor jakoSciowy

Zajmiemy sie najpierw przypadkiem gdy X; jest zero-jedynkows zmienng grupujaca. Oznaczmy
XOi = (X17 B X’i*l? 07 Xi+17 ) Xk>7 Xli = (Xlu ) Xi*l? 17 X’i+17 ) Xk)

lloraz szans dla 3; wyraza sie wzorem:

2 14 ~ . N N ~ ~ o
o ZBE emBX) G+ X AXHAf- N 6%
OR(f:) = —pfﬁ, ) _ _ — e JE(LIEN} FE{T, - kI\{a} = i,
VT 060 T logit(p(BX0)
1_p(/87XO’L)

Tak wiec OR(BZ») = P informuje nas ilokrotnie jest wieksza szansa na wystapienie choroby w grupie
X; =1 od szansy w grupie X; = 0. Zauwazmy ze szansa ta nie zalezy od pozostalych parametréw co jest
bardzo wygodne.
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9.2.2 Predyktor iloSciowy
Teraz wezmy przypadek gry X; jest predyktorem ciaggltym. Oznaczmy

XU = X1y Xion, Xy Xy oos Xi), - XU = (X0, Xoo, X 1, X o, X).

lloraz szans dla f3; wyraza sie wzorem:

3 yli « . - 5 543 3
o 2O esmB.XY)  dr X GXHAif- X A%
OR(3) = THOXT _ _ Mt st =
! p(B3,X%) elogit(p(8,X°)) '
1-p(3,X0%)

Tak wiec OR(@) = ¢bi informuje nas ilokrotnie wzro$nie szansa na wystapienia choroby gdy zwiekszymy
X; o jedng jednostke. Szansa ta nie zalezy od pozostatych parametrow tak jak dla pedyktora jako$ciowego.

Uwaga: lloraz szans dla predyktora ciagltego zalezy od skali. Poréwnywanie ilorazéow szans predykto-
row ciaglych jest wiec nieco utrudnione bo nalezy zadbaé¢ aby skale byty poréwnywalne.
9.2.3 Przedzial ufnosci dla ilorazu szans

Mozemy obliczy¢ asymptotyczny przedzial ufnosci ilorazu szans korzystajac z twierdzenia o asymptotycz-
nym rozktadzie estymatora najwickszej wiarygodnosci. Tak wiec

B~ AS(B.I7Y(B)),

gdzie I(f) jest macierza informacji Fishera wymiaru (k+ 1) x (k + 1):

2 n
—Es % > (Dilog(p(Bo, s Brs Xuis ooy Xii)) + (1 = D) log(1 = p(Bo, ..., B, Xiiy -, X))

i=1

I(B)ab ==

k
2B0+2 Y B Xji
2

k
n —260-2 > B Xji
J Jj=1

n
XaiXpie XaiXpie
- Z . 5+ Z . 3
=1 Bo+ '21 B Xji i=1 —Bo— > BiXji
=

1+e J=1

1+e

gdzie Xo; = 1 (a,b € {0,1...,k}). Mamy wiec tadny wzor analityczny na macierz I(3) jednak potrzebu-
jemy obliczy¢ I(f3) gdzie 5 jest wyznaczone numerycznie. Tak wiec macierz [ (6) obliczamy numerycznie
wstawiajac do powyzszego wzoru analitycznego numerycznie obliczone 3. Dodatkowo musimy te macierz
odwr6ci¢ co rowniez zwykle robi si¢ przy pomocy komputera (szczegolnie dla duzych k). Po obliczeniu
I71(B) odczytujemy odpowiedni wyraz na przekatnej:
o, =\ 171(B)j;
Otrzymujemy:
5 . 1 a\ 5. g o
P (51 € [53 - UBjFN(o,l) <1 - 5) , B + JﬁjFN(O,l) (1 - 5)}) —1l-a

a z tego wynika ze

P (OR(BJ) & [eﬁj_&ﬂjFlg(lom(l_%)’ egj"'&ﬂjFI;(lo,l)(l_%):D S 1—a
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9.3 Prognoza i warto$¢é prognostyczna

Zauwazmy, ze estymator z modelu logitowego

ﬁi = p(BO; s} Bka Xli) e Xk’L)

jest jednowymiarows statystyksa zamieniajaca nam zestaw pomiaréow dla i-tego pacjenta na liczbe ktora
im jest wyzsza tym wieksze prawdopodobieristwo wystapienia choroby. Mozemy wiec narysowaé¢ wykres
empirycznej krzywej ROC:

S I < pI(Di=0) S I < p)I(D; = 1)

(&(p).9(p)) = | 1 - =—;
ZZII(DZ:O) > I(D; =1)

Krzywa ROC dobrze obrazuje wartos¢ prognostyczng pomiaréw X, ..., X;. W celu uzyskania najlepsze;
prognozy wedlug kryterium indeksu Youdena obliczamy

po = argmax = j(p) — Z(p).
pe{ﬁ177ﬁn}

Prognoza dla i-tego pacjenta na podstawie pomiaréw Xy;, ..., Xy; bedzie postaci

T; = I(pi > Po)

10 Analiza przezycia

Zajmiemy sie teraz badaniem zaleznosci pomiedzy zmiennymi objasniajacymi (predyktorami) a czasem
zycia pacjenta. Czasu zycia nie nalezy tu traktowaé¢ dostownie. Jest to czas do wystapienia interesujacego
nas zdarzenia (np powiktan dla os6b chorych). Niech T' bedzie nieujemna, absolutnie ciagta wzgledem
pewnej miary dominujacej i (zwykle miara Lebesgue’a lub miara liczaca) zmienna losowa oznaczajaca czas
zycia. Zdefiniujmy podstawowe pojecia dla zmiennej losowej T'. Niech F' oznacza dystrybuante rozktadu
T a f gestosé tego rozktadu wzgledem miary p. Zdefiniujmy podstawowe pojecia dla analizy przezycia.

e Funkcja przezycia: S(t) = P(T >t)=1— F(t7)

o Hazard: h(t) = frir>:(t) = %

t
o Skumulowany hazard: H(t) = [ h(x)du(x)
0

Warto rowniez zauwazy¢, ze

B(T) = / S(t)dt

10.1 Przypadek rozkladu absolutnie ciggtego wzgledem miary Lebesgue’a

W przypadku rozktadu absolutnie ciaglego wzgledem miary Lebesgue’a f(t) = —5'(t) tak wiec

h(t) =~ og(S(1)

a z tego wynika ze
t

S(t) =exp(—H(t)) = exp —/h(:v)d:v

0
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10.2 Przypadek rozkladu dyskretnego
Rozwazmy teraz rozktad dyskretny na zbiorze {ti,ts,...} gdzie 0 < t; <ty < .... Wtedy

F) =S P = )it = 1)) = P(T = 1)
s =3 ft)
jltj>t
h(t) = gg _ Pg(t:) D _ pr =41 > 1)

Pokazemy teraz bardzo wazny zwiazek funkcji przezycia z hazardem, ktéry wykorzystamy pézniej przy
estymacji nieparametrycznej. Wprowadzmy oznaczenia:

to =0, = h(tk), k € Ny
Zauwazmy, ze A\g = 0 bo P(T = 0) = 0. Niech
tk(t) = min{tj 1] € No,tj > t}

Wtedy:

S(t) = S(ti()) = —Sg('“tg) = 11 —SS(t(Z)l) - 11 —S(tj;(_tj{ ) _ I -

Uwaga: Dystrybuanta rozktadu dyskretnego jest suma gestos$ci. Rozklad ciagly mozna przybliza¢ roz-
ktadem dyskretnym zageszczajac nosnik. W granicy suma zmienia sie w catke Lebesgue’a. Jesli teraz
zastosujemy to samo rozumowanie do funkcji przezycia ktora jest iloczynem funkcji 1 — h to w granicy
dostaniemy tak zwang catke iloczynowa. Nie bedziemy jednak rozwijac tej teorii na tym wyktadzie.

iltj<t iltj<t iltj<t

10.3 Przyklady modeli parametrycznych

W praktyce zdarza sie ze zakladamy o zmiennej losowej 1" ze pochodzi z jakiejs klasy rozktadow. Naj-
prostsza klasa rozktadéw dla T to klasa rozktadéw wyktadniczych poniewaz hazard jest funkcja stata:

) =yt =t =
Jest raczej mato realistyczny model w praktyce oznaczajacy, ze ryzyko $mierci nie zmienia sie w czasie. Do
modelowania czasu zycia ludzkiego uzywa sie raczej rozktadéw dla ktorych hazard rosnie przynajmniej od
pewnego momentu czasowego. Najpopularniejszg klasa rozktadéw o rosnacym hazardzie ktéra modeluje
sie w pratyce czas zycia jest klasa rozktadow Weibulla w ktorej skumulowany hazard oraz zwykly hazard
rosng potegowo:

>l

) = faat) =2 (f) " e (3)°

10.4 Parametryczna estymacja funkcji przezycia dla danych cenzurowanych

Zwykle w praktyce mamy do czynienia z danymi cenzurowanymi. Obserwujemy kazdego pacjenta przez
jakis okres czasu. Jesli dla k-ty pacjent w tym okresie czasu zmart (lub doszlo do interesujacego nas
zdarzenia) to mamy zaobserwowana dlugo$¢ jego zycia od momentu rozpoczecia obserwacji. Jesli nie
to odnotowujemy, ze dlugosé zycia pacjenta od momentu rozpoczecia obserwacji jest wieksza niz czas
obserwacji. Niech 71, ...,T,, oraz Vi, ..., V,, beda niezaleznymi probami prostymi, gdzie (7}, Vi) oznaczaja
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czas zycia od momentu rozpoczecia obserwacji oraz czas obserwacji k-tego pacjenta. Obserwujemy probe
prosta (Tl*a Dl)a s (Trta Dn)7 gdZie:

(T}, 1) oznacza ze czas zycia od momentu rozpoczecia obserwacji k-tego pacjenta to 7; (brak cenzurowania
czyli T}, = T}}) natomiast (7}, 0) oznacza ze czas zycia od momentu rozpoczecia obserwacji k-tego pacjenta
jest wiekszy niz T} (cenzurowanie czyli T, > Tj). Parametr 6 (moze by¢ wielowymiarowy jak w modelu
Weibulla) zatozonej klasy rozktadow T' estymujemy metoda najwickszej wiarygodnoscei:

0 = arg max Z[Di log(fo(T77)) + (1 = D;) log(Se(T7))] = arg max Z[Di log(he(T})) + log(Ss(T7))]

W przypadku rozktadu wyktadniczego prosty rachunek daje nam

T*

(]

-

>
I
M|

s
I
—

D;

Korzystajac z asymptotycznej normalnosci estymatora najwickszej wiarygodnosci oraz z faktu, ze asymp-
totyczna wariancja to odwrotnosé informacji Fishera dostajemy:

co daje nam mozliwoéé¢ skonstruowania przedziatu ufnosci dla parametru co przektada sie na obszar
ufnodci dla funkeji przezycia. Dla innych bardziej skomplikowanych klas rozktadéw estymatory najwicksze;
wiarygodnosci parametrow oblicza sie numerycznie.

10.5 Model nieparametryczny bez cenzurowania

Zacznijmy najpierw od prostego przypadku danych niecenzurowanych, czyli obserwujemy 717, ..., T,,. Moc-
no zgodny estymator funkcji przezycia S dostajemy z twierdzenia Gliwienki-Cantellego:

S(t) = %anl(ti > ).

Niech Uy < Us < ... < Uy bedzie zbiorem wartosci czasow zycia (poniewaz obserwacje moga sie powtarzaé
to k < n). Poniewaz S jest funkcja przezycia rozkltadu dyskretnego na Uy, ..., Uy to mozemy ja zapisaé¢ w
postaci:

gdzie
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tak wiec

so- 1] 5——
jlui<t > I(T; > Uj)
i=1
Zauwazmy teraz ze S (t) jest rozwiazaniem problemu maksymalizacji tak zwanej uogélnionej wiarygod-

nosci:
n

L(S) = [J(s(T:) = s(17))
i=1
Interpretacja jest taka: szukamy rozkltadu dla ktérego prawdopodobienstwo otrzymania 77, ..., T;, w probie
prostej jest najwieksze. Jest to oczywiscie rozktad empiryczny. Tak wiec

N

S = arg max L(95).
S

10.6 Model nieparametryczny z danymi cenzurowanymi

Obserwujemy probe prosta (17, D1), ..., (T, D,,). Aby na podstawie takiej proby wyestymowa¢ funkcje
przezycia zmaksymalizujemy uogblniong wiarygodnosé, czyli

~

S = argmax L*(S) = arg max H(S(T:) _ S(q"i*‘f‘))DiS(j"’i*-‘t‘)l—Di’
S s =1

Zauwazmy ze aby funkcja L* byta niezerowa to:
Vj D;j=1 = S(TF) > S(T;").

Tak wiec w obserwacjach niecenzurowanych musza by¢ skoki. Jesli ustalimy te skoki to druga czesé wzoru
na uogodlniona wiarygodnosé powoduje ze najlepiej aby funkcja S przyjmowala (po za punktami skoku)
tak duze wartosci jak to tylko mozliwe. Poniewaz S jest nierosnaca to implikuje, ze po za punktami
skoku funkcja S powinna by¢ stata. Tak wiec problem redukuje sie do poszukiwania wielkosci skokéw w
obserwacjach niecenzurowanych.

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia: Niech U; < Us < ... < Uy bedzie zbiorem wartosci niecenzuro-
wanych czasow zycia. Niech Cf, .., Ck+1 beda liczbami cenzurowanych obserwacji takimi ze: C jest liczba
ocenzurowanych obserwacji w przedziale [0, Uy ), C; dla j = 2, .., k jest liczba ocenzurowanych obserwacji
w przedziale [U;_y, U;) oraz Cyq jest liczba ocenzurowanych obserwacji w przedziale [Uy, 00). Niech

nj =Y I(T; = U)I(D; = 1).
=1

Jesli teraz zapiszemy uogdlniona wiarygodnos¢ dla kawatkami statych funkeji S o skokach w Uy, ..., Uy to

wyglada ona tak:
k

L*(S) = SUH @ [[(SWy) = S, ) s(U;)%
j=1
Poniewaz szukamy funkcji przezycia rozktadu dyskretnego na Uy, ..., U, to mozemy ja zapisa¢ za pomoca
hazardu w nastepujacy sposob:

j—1 J

swy=1Ia-x), swhH=]]a-x

i=1 =1
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Otrzymujemy wiec

i=1 =1

k e i1
= H(l — X))t H [/\?j ]1_[(1 — )\i>c]-+n]-]
i—1 =1 i—1

k+1 k k+1
> Cit > > ]+Z j
— (1= N)= 2 A (1= M) T S A (1= Ag) e A

Po zlogarytmowaniu tej funkcji i przyréwnaniu pochodnych czqstkowych do zera otrzymujemy:

5\[ = T i = i , lel, ..k
§:c+2m 1Ty > U)
j=l+1 i=1

Ostatecznie otrzymujemy estymator postaci

JlU<t U<t Z I(Tz* > Uj)

zwany estymatorem Kaplana-Meiera.

10.7 Fomula Greenwooda i punktowe przedzialy ufnosci dla estymatora Kaplana-
Meiera
Jest wiele roznych metod estymacji wariancji S (t). Najpopularniejsza to metoda Greenwooda polegaja-

ca na oszacowaniu wariancji In(S(¢)) wykorzystujac rozwiniecie logarytmu w szereg Taylora. Pomijajac
szczegb6ly rachunkowe otrzymujemy:

STy = U)I(D; = 1)
V(In(S(1))) = - -
jgﬁ (Z T > Uj)> <Z [Ty >U;) — I(Ty = U)I(D; = 1))

i=1 i=1

Korzystajac z metody delta oraz z asymptotycznej nieobciazonosci S (t) dostajemy

S I(Ty = U)I(D; = 1)
7(80) = (5(0) . =8
Eg(ZH?>%O<EN?>%)Hﬁ%WmD)

i=1 i=1

Asymptotyczny przedzial ufnosci dla S(t) wykorzystujacy asymptotyczna normalnosé estymatora S (t)
mozna wyrazi¢ nastepujaco:

P (5(0) € |30 = Fiysy(1 = a2 VIS0),50) + Fil (1 = a2V S0)] ) - 1=

Powyzszy przedzial moze jednak wychodzi¢ po za przedzial [0, 1]. Dlatego najczesciej stosuje sie dodat-
kowe techniczne przeksztalcenie. Korzystajac z techniki Greenwooda i metody delta obliczamy wariancje
dla In(—1In(S(¢))). W ten sposob otrzymujemy




Obktadajac 2 razy funkcja exp przedzial ufnosci dla In(—1In(S(¢))) otrzymujemy:
P (S(t) € [§(1)Front=/27, G on (o]} 1y 1 — q,

Taki przedzial ufnosci zawsze zawiera sie w przedziale [0, 1]. Analizy numeryczne wykazaly, ze powyzszy
asymptotyczny przedzial mozna juz stosowaé w praktyce gdy n > 25 oraz liczba obserwacji cenzurowanych
nie przekracza potowy wszystkich obserwacji.

10.8 Punktowy test dla dwéch funkcji przezycia

Obserwujemy dwie niezalezne proby proste (17 4, D1,4), -, (T, 4; Dim,a) oraz (15 g, D1,B), .., (T} > Dn,B)-
Rozwazmy test

Hy: Ss(t) = Sp(t), Hy:Sa(t) # Sp(t)
lub test

Hy: Sa(t) < Sgp(t), Hy:Sa(t) > Sp(t).

Naturalng statystyka testowa jest:

i = a0 = 3500

VV(5a() + V(Ss(0)

p-wartos¢ dla pierwszego testu obliczamy ze wzoru: ktora dla Sy (t) = Sp(t) ma asymptotyczny rozktad
N(0,1). Tak wiec p-wartosé¢ dla pierwszego testu obliczamy ze wzoru:

p(t) = 2(1 = Fnopn(IWQ@))),

a dla drugiego testu
p(t) =1 = Fnon(W(t)).

10.9 Globalny test dla dwoéch funkcji przezycia przy zatozeniu stochastycznej
dominacji

Testowanie stochastycznej dominacji dla danych cenzurowanych jest mozliwe ale to dos¢ skomplikowane.
W praktyce zazwyczaj zaktada sie, ze krzywe przezycia sie nie przecinaja (tak samo jak w tescie Manna-
Whitneya). Bedziemy rozwazali nastepujace problemy testowania:

HO . V t Z 0 SA(t) == SB(t), H1 . (\V/ t Z 0 SA(t) S SB(t) \/V t Z 0 SA(t) Z SB(t)) N J¢ Z 0 SA(t) 7£ SB(t),
lub
Hy:V t>0 Sa(t) <Sp(t), Hy:V t>0 Sat)>Sgt) N I t>0 Sa(t) > Sg(t).

Najpopularniejszym testem w tych problemach testowania jest tzw. test Logrank. Niech U; < ... < Uy
bedzie zbiorem wartosci niecenzurowanych dla obu grup. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

Zauwazmy ze



sa estymatorami hazardu ktoéry przy zatozeniu Sy, = Sp jest taki sam w obu grupach. Tak wiec przy za-
lozeniu Sy = Sp rozktad warunkowy n;g|n;ja + n;p jest rozktadem hipergeometrycznym z parametrami
Nja+ Njp, Njg,nja + njp.

Uwaga: dla dwoch niezaleznych zmiennych o rozktadzie dwumianowym i tym samym prawdopodobieri-
stwie sukcesu rozktad hipergeometryczny jest rozktadem warunkowym pierwszej zmiennej przy ustalone;j
sumie.

Wartos¢ oczekiwana rozktadu hipergeometrycznego z parametrami N4 + N;p, N, nja + njp to

N;p(nja+n;p)
Nja+Njp '

Ejp =

natomiast wariancja to

NjaNjp(nja +n;p)(Nja+ Njp —nja —n;p)

Vip =
s (Nja+ Njp)?(Nja + Njp — 1)

Statystyka testowa testu Logrank jest postaci:

k
\/E Vig
j=1

ktora przy zalozeniu Sy = Sp ma asymptotyczny rozktad N(0,1). Tak wiec p-wartosé¢ dla pierwszego
testu obliczamy ze wzoru:
p=2(1 = Fyno(lZ]),

a dla drugiego testu (duze dodatnie wartosci §wiadcza przeciwko hipotezie)

p=1- FN(O,l)(Z)-

Uwaga: Tak samo jak test Manna-Whitneya test Lograng jest niezmienniczy ze wzgledu na przeksztat-
cenia ciagte i Scisle rosnace. Jego zgodnosci dowodzi sie podobnie, przeksztalcajac oryginale obserwacje
na rangi jednak sama warto$¢ statystyki testowej moze by¢ obliczona bez rangowania i tak zwykle sie ja
przedstawia.

10.10 Model proporcjonalnego hazardu Coxa

Podobnie jak w modelu regresji logistycznej bedziemy teraz badali wpltyw zmiennych towarzyszacych ale
tym razem nie na pojedyncze prawdopodobienistwo a na calg funkcje przezycia. Oprocz niezaleznych par
(T, Dy), ..., (T, Dy,) (tu nie tworza one proby prostej bo rézni pacjenci maja rézne rozklady czasu zycia)
obserwujemy rowniez dla kazdego pacjenta zestaw zmiennych towarzyszacych

X1i7--~7Xdi7 1€ 1,...,n

zakodowanych tak samo jak dla regresji logistycznej. Zaktadamy nastepujacy wptyw zmiennych towarzy-

szacych na funkcje hazardu:
d
hz(t) = ho(t) €xXp (Z B]Xﬂ) s
j=1
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gdzie hg jest nieznana funkcja hazardu bazowego a f = (fi,..., 84) sa nieznanymi wspotczynnikami
modelu. Zakltadajac, ze czas zycia jest zmienng losowa absolutnie ciagta wzgledem miary Lebesgue’a

otrzymujemy
eXp( i: ﬁijz)
Sit) = [So()] V™

Y

gdzie
t

So(t) = exp —/ho(x)dw
0
Zauwazmy teraz, ze jesli oznaczymy

X = (X1, X1, 0, X1, Xa), XY= (X0, X, 1, Xogg, o, X),
w przypadku zmiennej grupujacej X; oraz
X0 = (Xy, o, X, X, X, 0 Xg), XY= (X0, X, X+ 1, X, -0, XY),
w przypadku zmiennej ciagltej X; to

cxp<B0X1l>

exp(BoXOl)W _ [S(t,XOl)]exp(ﬁZ)'

S(t,XM) = [So(O]* ) = [So(0)]
Wyrazenie
h(t, X1 ho(t) exp (B o X1
HR(@) = exp() = W00 o X
Rt XT) ~ To()exp (B o X0)
zalezy tylko od [, 1 nazywa sie ilorazem hazardu (hazard ratio). Jesli iloraz hazardu jest rowny 1 oznacza
to, ze #; = 0 czyli zmienna towarzyszaca X; nie wptywa na funkcje przezycia. lloraz hazardu dla zmien-
nych objasniajacych ma taka sama interpretacje jak iloraz szans w modelu regresji logistycznej.

Wiarygodnosé parametrow [ dla i-tej osoby u ktorej zaobserwowalismy niecenzurowany czas zycia (77, 1)
to

d d
ha(T?) ho(T7") exp (JZI Bijz) oxp (jzl 5jXﬁ>

Li(B) = hi (T - d - d
lek%T? T > ho(T})exp <§::1 5ijk> >, exp (; 5ijk)

k| Ty >T; k| T} >T;

Tak wiec estymator (5 to

d d
3 = arg max Z log(L;(8)) = arg max Z Z B, X ;i — log Z exp (Z ﬁijk:)
j=1 j=1

d d
BERT i1, . m|Di=1 BERT i1, n|Di=1 k| Ty > T

Testujac hipoteze
Hy:8,=0, Hi:B8#0

estymujemy dodatkowo (8 przy zatozeniu H

d d
B = argmax Z Z B; X ;i — log Z exp (Z /Bijk>
j=1

d —
ﬁeR ) Bl—o i=1,..., n\DZ: k|T1:2TL* j:1



ktora przy Hy ma asymptotyczny rozklad x? tak wiec p-warto$é powyzszego testu obliczamy ze wzoru:
p= 1—-F X2 (T)
Macierz informacji Fishera dla wyestymowanego parametru [ (B) wyraza sie wzorem:

> O X(k)"X(k) ( 2 ékXUf)T)( 2 ékX(k‘)>

](B) _ Z k|Ty>Tr k| Ty >Tr K| Tr>Ty

A - 2 )
i=1,...,n|D;=1 Z Ok ~
WIS T > O

gdzie
d
ék = €xXp (Z Bijk> s X(k‘) = (Xlka ---aXdk)-

j=1
Po odwroceniu tej macierzy i odczytaniu odpowiedniej wartosci z przekatnej mamy asymptotyczne od-
chylenie standardowe dla estymatora parametru [;:

&ﬁz = Iil(B)ll
Otrzymujemy:
A N s o
P(pe = aalibn (1-3) A ontity (1-3)]) > 1o
a z tego wynika ze
P(HR() [65’*%1‘”@1&”(”%), Srontion(-8)]) 51— a
Mozemy jeszcze prognozowaé krzywa przezycia dla dowolnego ustalonego wektora zmiennych towarzysza-

d
exp BiX 2)
cych X' = (X1, ..., X}). Wstawiajac wzor S(T}) = [So(T})] <j1 ") do uogolnionej wiarygodnosci i
rozwiazujac problem maksymalizacji ze wzgledu na Sy identycznie jak przy estymatorze Kalpana-Meiera

otrzymujemy
d .
exp | 2 B Xi
. j=1

i=l,.,n | Dy=1 A TF<t S exp <Zd: Bijk>
j=1

k| Ty >T;

exp < Zd: Biji))
Jj=1

d
exp BjX§>
W modelu proporcjonalnego hazardu S(¢, X') = [So(t)] <J'=1 wiec

J exp<i:1,8j(X;in)>
exp (Z BJij>
N =1
S(t, X') = I1 1- d

i=1,..,n | D;=1 AN T/<t Z exp <i BjXﬂ‘C>
j=1

k| T} >T;

Uwaga: W modelu proporcjonalnego hazardu zakltadamy wszedzie, ze czas zycia jest zmienng absolutnie
ciagta wzgledem miary Lebesgue’a. W praktyce jednak dane sa zapisane z pewna dokladnoscia (np. kilka
miejsc po przecinku) i moga sie powtarza¢. Najprostszym rozwiazaniem w takiej sytuacji jest doda¢
do danych niezalezne zmienne z rozktadu jednostajnego na przedziale [0,r] gdzie r jest o kilka rzedow
wielkos$ci mniejsze niz zadana doktadno$é. Taki zabieg nie zaburzy numerycznie wektora obserwacji ale
spowoduje, ze z prawdopodobienistwem jeden obserwacje beda rézne.
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