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Rownolicznos$¢ zbiorow

Def: AriB<3 f:A4 <« 5 B (istnieje bijekcja jednego zbioru na drugi)

Przyklad. {a,b,c} i {1,2} —nie sg rownoliczne

Przyklad. A=NiB={xe N:x=2k—-1,ke N} ={1,3,5,..} — sa rownoliczne, bo istnieje bijekcja
f (k) =2k —1 zbioru 4 na zbior B.

Def:  Zbidr A jest skonczony jezeli jest rtownoliczny ze zbiorem {1,....n} dla pewnego n € N .

Zbior A jest nieskonczony <> ~( 4 jest skonczony)

Charakteryzacja zbioréw nieskonczonych
Zbior A jest nieskonczony<> 1 Bc A,B#A: ArlB
(czyli zbior nieskonczony jest rownoliczny z pewnym swoim podzbiorem wlasciwym).

Twierdzanie Cantora —Bernsteina

{ArlBocB ABrlAqcA} = ArlB

Def: Zbior A4 jest przeliczalny < A I N (inaczej elementy zbioru przeliczalnego mozna
ponumerowac liczbami naturalnymi)
Zbior A jest co najwyzej przeliczalny < A jest skonczony lub przeliczalny
Zbidr A jest nieprzeliczalny <> A4 jest nieskonczony i ~(4 7/ N)
Fakty: (metoda przekatniowa mozna pokazac, ze)
e Iloczyn kartezjanski zbiorow przeliczalnych jest przeliczalny.

Zbiory A i B sa przeliczalne wige 4 = {a,,a,,a,,...}, B=1{b,,b,,b,,...}

(a,0)), (a,by), (a,by)y  (a1,bs),
(ay,0));  (ay,0))s  (ay,by)s  (ay,b4)1,
AxB=y (ay,b)s (a3,0))e (a3,by);5  (a3,b4)5
(as.b0)19  (a4,0))14  (a4,03)19  (a4,04)55

1)) = (z‘+j—1)2(i+j—2)

(Wskazowka: element(i,j) jest i-tym elementem na na (i+j-1)-szej przekatnej )

+1 jest bijekcja Nx Nna N (znalezé f ' - ¢wiczenia)

e QO jest przeliczalny, (jako wniosek, bo Q < Z x N (przel.) i NcQ

e Suma (mnogosciowa) przeliczalnej ilosci zbiorow przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym

Dowdd jak dla iloczynu kartezjanskiego
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4, = {a11»a127a139a14,...
4, = {a217a22»a23»a24,...
45 = {a31,a32,a33,a34,m

Ay =104, 04,043,044,

e R jestnieprzeliczalny ( R #/ (0,1) a (0,1) jest nieprzeliczalny- dowod nie wprost metoda

przekatniowa lub zasadg szufladkowa Dirichleta)

Funkcja f(x)= %arctg(x) + % jest bijekcjg zbioru R na przedziat (0,1). Po przyjeciu umowy,
ze te rozwinigcia dziesigtne liczb wymiernych, ktore sg skonczone zastepujemy rozwinigciami
nieskonczonymi mamy wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy liczbami
rzeczywistymi z przedziatu (0,1) a ciggami cyfr rozwinigcia dziesigtnego).

Dla dowodu nie wprost zatdézmy, ze wszystkie liczby rzeczywiste z przedzialu (0,1) mozna
ustawi¢ w cigg (ponumerowac liczbami naturalnymi)

a, = O»“1,1“1,2“1,3a-~
a, = O,azylazyzam,...
a, =0, az,0;,0;5,. ..

Rozwazmy liczbg¢ ¢ = 0,c,c,c; -+ z przedziatu (0,1) taka, ze ¢; #a,,,c; #0, ¢; #9. Liczba

1,07

¢ rozni si¢ od kazdej z liczb a; i-ta cyfra rozwiniecia dziesigtnego, wigc nie wystepuje w tym
ciggu -sprzecznosc¢!

CIAGI RZECZYWISTE

Ciagiem o wyrazach rzeczywistych nazywamy rzeczywistg funkcje a : N — R okre$long na
zbiorze liczb naturalnych

1> a(l)=a
2> a2)=a,
itd.
Oznaczenia: a, - n-ty wyraz ciagu (a,) - ciag o wyrazie ogolnym a,

Def. (granicy ciagu) Ciag (a,) jest zbiezny do g (co zapisujemy lim a, = g ) gdy

V03 \

>0 noeN: n=n a, —g|§g_

F -t

Twierdzenie (o jednoznacznosci granicy). Jezeli ciag a, ma granicg, to tylko jedna.

Dowod (Nie wprost). Przypusémy, ze cigg ten ma dwie rozne granice g, i g,. Wezmy EZL;Q'. Y
przedziale [g, —¢&,g, +&] leza prawie wszystkie wyrazy ciagu = w przedziale [g, — &, g, + €]
lezy skonczona ilo$¢ wyrazow ciagu, co przeczy temu, ze g jest granicg ciggu.
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Def:  Ciag rozbiezny, to cigg, ktory nie jest zbiezny.

Szczegodlnie wazne sa dwa typy ciagéow rozbieznych

e rozbiezny do + o0 lima, =40 =V, 3, V. a2M
n—o -
e rozbiezny do — o limag, =0V, 3, .V, a,<m

n—0

Zbieznos$¢, a ograniczonos¢

Tw: Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony (inaczej- warunkiem koniecznym zbiezno$ci ciggu jest
jego ograniczono$c)

Dowod: Niech g — oznacza granice¢ a,. Wybierajac &=1, z definicji granicy prawie wszystkie wyrazy
(to znaczy wszystkie poczawszy od ny) ciaggu leza w przedziale [g-1, g+1]. Poza przedziatem
moze by¢ jedynie skonczona liczba wyrazow . Stad

v, Jg =1 +1)} =M

< rnax{|al

a, a, 4

n()

Uwaga Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe
Np. a, = (—1)" pokazuje, Ze ograniczono$¢ nie jest warunkiem wystarczajacym zbieznosci.

Niech (n;) bedzie rosmacym ciggiem liczb naturalnych a (@,) dowolnym ciggiem liczb
rzeczywistych.

Ciag (a,, )nazywamy podciagiem ciagu (a,). Podciag otrzymujemy wiec z ciagu pomijajac niektore
jego wyrazy.

Tw. Bolzano-Weierstrassa. Z kazdego ograniczonego ciggu liczb rzeczywistych mozna wybrac
podciag zbiezny.

Dowod (szkic). Ciag jest ograniczony, a wigc wszystkie jego wyrazy leza w pewnym przedziale domknigtym.
Dzielimy ten przedzial na dwa przedziaty domknigte rownej dlugosci. Przynajmniej w jednym z przedzialow jest
nieskonczenie wiele wyrazow ciagu. Z tego przedziatu wybieramy jeden z wyrazow a dla wybranego przedzialu
domknigtego powtarzamy powyzsze czynnos$ci wybierajac wyraz ciggu o numerze wyzszym niz wybrany w
poprzednim kroku itd. Dostajemy ciag przedzialow domknigtych i pewien podciag. CzegScia wspdlna
zstgpujacego ciggu przedziatdéw domknigtych jest doktadnie jeden punkt — granica wybranego podciagu.

Tw. Jezeli cigg ma granicg, to kazdy jego podciag jest zbiezny do tej samej granicy.

lima,=g=lima, =g.

n—o k—o
Dow. W przedziale [g-¢, g+¢] leza prawie wszystkie wyrazy ciggu (a,) a wigc takze prawie

wszystkie wyrazy podciagu (a,, ).

Tw. Ciagg monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

Dow. Rozwazmy przypadek ciagu rosnacego (a,), ograniczonego od gory (dla malejacego i
ograniczonego od dotu — analogicznie).
Niech {a,a,....} oznacza zbior wyrazow ciagu (a, ) : jest to podzbior R.
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Z zalozenia {a,,a,,...} jestograniczony od gory < V,_y a, <M

Z zasady ciaglosci zbioru R istnieje (dokladnie jedna liczba rzeczywista) g =sup{a,,a,,...}
Z definicjikresu V,, a,<g i V3, a, 2g—¢ , az zalozenia monotonicznosci

Ve

nxn,

a,2g-—¢
Podsumowujac te fakty:
vs>03n0€an>n0 g—géan Sg
U
g—¢<a,<g+¢

U

an—g|S8

co oznacza, ze lima, =g .

n—»0

Przyklad 1. a, = (1 +%)"

Vv, a, <3-ograniczony od gory 1\
=> istnieje granica (powiedzmy e) e= lim[l + —j .

n—»o0 n

vV, a,,>a, - T

n—»0 n

Z ,,innych” obliczen wiadomo, ze e = lim[l + lj ~?2,7182818...

e  Ograniczono$é ciagu a, = (1+1)'

n

SR () CARISES 5 ) TS NS FEs

KN(n—k)!n*
k=0 k=2 k=2
- a-bu-2) Ui e o < i < 3 L
2+ = T-’””-’-T_Z-’- E—2+ F_2+sz":3
k=2 k=2 k=2

bodla k>2, k!>2K!

e Monotoniczno$¢ ciagu a, = (1 + %)”

1-1 1-1y(1-2
an=2+(2,” 4 0=pa-d)

(=b)(=2)--(1-21
wo oot P

e O e SPROUNPON G U U PR Ui e s

(
Ay =2+—; 3l al (n+1)!

Wida¢, ze sktadniki wyrazu a,,, sa wigksze lub rowne od odpowiadajacych im sktadnikow wyrazu

. . . . 1—1)(1=-2)- (1=
a,. Ponadto ciag wyraz a,,, zawiera dodatkowo dodatni sktadnik Gl U0

(n+1)!
0 =2
an+l = V 2+ an

V,en@, <2 -ograniczony od g(’)ry}

Przyklad 2

= jest zbiezny do g =lima,

v,a 1>an—T n—®

n-n+

Ze wzoru ogolnego a,,, =4/2 +a, . Dokonujac w tej rownosci przejscia granicznego (a

a, — g)otrzymujemy: g=+/2+g . Stad g=2.

—>gi

n+l
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Nierownosci w przejsciach granicznych

Tw. O zachowaniu stabej nierownosci

Vsndy SM Alima, =g = g<M

n—x0

Visndy2mAlima, =g =g2m
n—x0

Dow. (a.a.)

g-M

Niech g>M. Wezmy ¢ = (potowa odlegtosci miedzy g i M. Z def. granicy prawie wszystkie

wyrazy ciggu leza w przedziale [g-¢, g+&] — sprzecznosc!

UWAGA: Nierdwnosci ostre nie zachowujg si¢ w przejsciach granicznych!
Np. V,oy +>0a lim1=0.

n—>x0

Konsekwencja twierdzenia o zachowaniu slabej nierdwnos$ci w przejSciach granicznych jest
nastepujgce

Tw. (o trzech ciggach)

(Vnz,,oan <b,<c,Anlima,=gnlimc, :gj:> limb, =g

n—>0 n—o0 n—>0

Jako wniosek z powyzszego uzyskujemy

Tw. \v4

a,|[SM Alimb, =0=lima, -b, =0

nzn,
n—o n—>o0

Arytmetyka granic

Tw. Jezeli lima, =a i limb, =b,to

n—>x0 n—0

1. lim(a,*b,)=axbh
2. lim(a,b,)=ab
3. lim(3)=% (¥, b#01 b#0)

a,b—ab, |=| a,b-a,b,+a,b,—ab, |S

Dow. (punktu 3). 0<| Z— —51=17%3 bb

|a,| 1
B | on = D1+l @, —al

Ciag (a,) (jako zbiezny) jest ograniczony powiedzmy przez M . Z faktu limb, =b #0 wynika, ze

n—>0

lim|b, |=|b|>0 astad |b, |> ‘32' dla prawie wszystkich n . Wobec tego 5 < dla prawie
n—0 n

wszystkich n.
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Otrzymujemy wiec dla prawie wszystkich 7 nierownos¢ 0<|=-—4 |=§2b—1‘;’ |b, —b]| +‘71|| a, —alz

ktorej z twierdzenia o trzech ciggach i z punktu 1 otrzymujemy teze.

Inne wlasnosci:

. .1
a) lim|a,|=+0= lim—=0 +==0
n—w nﬁwan -
. .1 !
b) \lima,=0AVY,., a,>0|= lim — =+ — =
-0 =" n—oq 0
. .1 |
¢) \lima,=0AVY,, a,<0|= lim—=—x —=-0
- = n—oq 0
d) liman=a>0/\limbn:+oo):>limanbn:+oo a>0=aoo=0o0
—0 n—oo n—o
. . . a, a
e) \lima,=a Alimb, =4w|= lim—=0 =0
—0 n—oo n—o
f) liman=a<0/\limbn=+oo):>limanbn=—oo a<0=ao=-o
—>0 n—oo n—

Symbole nieoznaczone: %,%,0-00, 00 —00,17,0°, o0
Warunek Cauchy’ego. Mowimy , ze ciag (a,, ) spelnia warunek Cauchy’ego , gdy

C)  V.,3

e>0—"nyeN

\v <g.

n,mzny am _an

Uwaga. Nie ma tu mowy o granicy

Def. Ciag spelniajgcy warunek Cauchy’ego nazywamy ciggiem fundamentalnym

Tw. Dla ciggu liczb rzeczywistych prawdziwa jest rownowaznos$¢:

(a,) - zbiezny <> ciag (a, ) spetnia warunek Cauchy’ego

3 \

>0

Dowdd.(=) Z zatozenia lima, =g mamy V a, — g| S% . Stad dla m, n>n, mamy

ngeN : nxn,
au-am| < |a,-g| + |am-g|£§ + §=e , czyli spelniony jest warunek (C).
(<)(Szkic) ciag (a, ) spetnia warunek Cauchy’ego=> ciag (a, ) jest ograniczony = (tw. Bolzano-

Weierstrassa) (a,, ) jest podciagiem zbieznym do g. Stad |a,-g| < |a,-a, |+ |a, -g| . Alela,-a,, [<

N | ™

dlan,n; 2ny(zwar.C) ala, -gl< gbo l}im a, =g . Wobec tego |a,-g|< & dla n2n.
—0

Wazne granice ciagow

1) Wiadomo, ze lim(l+1J =e. Stad

n—>0 n

. " . . K . . il
llm(l——j =e ; lima, =f00= hm£1+ij =e ; limb, =0= lim(1+5, ), =e
n—>0 n n—>0 n—>0 an n—0 n—>0

2) lim%/n =1

n—x0

3) lim&a=1 (a>0)

n—0
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Ansl

4) lim|%e

=g<1 = lima, =0

n—>0

5) limzfla,|=g<1= lima, =0

n—»0 n—>0

6) lim—"" _—0 (p>0,a>0)
n%oo(l_i_p)

Ad2.Vn>2 #n>1,stadVn>2 in=1+¢, ¢, 20

Vn=2 n=(1+gn)”=i(:)sfz(;)£3:>Vn22 nZ"("T_l)gj:‘v’nZ?_OSgnS\/%:limgn:O

k=1 n—0

Ad 3 Podobnie jak (2)

Ad4. lim =g<l & Ve dn, Vn>n, —g‘Sa = Stqdnp,dlagzl‘Tg
a, . |<ga
2
dng Vn>ny |2 <g+e=g <l= I.’l()+2 <g|a,|S8ra
n0+k gl
Otrzymalismy wigc oszacowanie Vk 0 < Ay k| S glk a, =0.

Ads. ,}TSJ"’“A =g<l& Vedn, Vn>n,

dny Va>nyilla,| <gt+e=g,<1= 3n
0 0y =& &1 0
(n+1)

Ad 6. Wystarczy skorzystac z (4) hm (”” " _ hm(”“) 11

P 1+p 1+p

M—g‘ﬁg = Stadnp. dla e =52

= lima, =0.
n—>0

(1+p)



