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CALKA (OZNACZONA) RIEMANNA

Oznaczenia: f: [a, b] >R funkcja rzeczywista okreslona na przedziale domknigtym
Wezmy ciag a=x, < x, <..<b=x,
P={x,,x,,....x, } - podzial przedziatu [a,b] na n podprzedziatow.

d(P)= mkax(xk —x,_,) - érednica przedziatu
1<k<n

Y

=X xn L] Xy, b=z,

Wybieramy w kazdym podprzedziale punkt posredni &, €[x,_,,x,]; k=L2,...n

.....

Tworzymy sume
S/ PEN =3 FEN —x)
k=1

Interpretacja o dla nieujemnej funkcji f

/f_:\ I FUE I xy — Xy y)

jezeli ¥ ,0350eV ey d(P)<S=o(f, PG -] <6

Funkcje f dla ktorej istnieje catka Riemanna na przedziale [a,b] nazywamy catkowalng w sensie
Riemanna.

Oznaczenia:
b
1= '[ f(x)dx, gdzie a- dolna granica, b- gorna granica, f- funkcja podcatkowa

Ifa,b]- zbior funkcji catkowalnych w sensie Riemanna na [a,b]

Powyzszy warunek definicyjny przypomina &-o definicj¢ granicy w sensie Cauchy’ego, ktorg mniej

b n
formalnie zapisujemy 1= '[ f (x)dx=d(lir)n Z f(&)(x, —x,_,). Poniewaz definicji granicy w
; P)—0 =
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sensie Cauchy’ego odpowiada rownowazna ciggowa definicja w sensie Heinego mozemy podac
rownowazng ciggowa definicje catki.
Wida¢, ze d(P,) > 0= n — o . Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa (kontrprzyktad)

Def. Ciag przedziatlow nazywamy normalnym jezeli n - o = d(P,) - 0.

Def. (wedtug Heine’go) Liczbe I € R nazywamy catkg Riemanna (oznaczong) funkcji f na przedziale

[a,b] jezeli dla kazdego normalnego ciggu przedzialdéw odpowiadajacy cigg sum catkowych

o, ( [P & }) jest zbiezny do liczby I niezaleznie od wyboru punktow posrednich {£;'} .

Przyklad funkcji niecalkowalnej w sensie Riemanna:

1
Funkcja Dirichleta D(x) = { ©
0 xeR\Q

Uwaga. Obliczanie calek z definicji jest zadaniem trudnym. Nie wiemy nawet kiedy catka istnieje.

nie jest catkowalna na [0,1].

Potrzebujemy wigc pewnych warunkow koniecznych i wystarczajacych na istnienie cakki.
Szczegolnie klopotliwy jest warunek niezalezno$ci granicy od wyboru punktéw posrednich..

Wprowadzimy wigc pewne skrajne sumy szacujace od dotu i od gory sumy posrednie

Sumy Darboux — calka gorna i dolna

f:la, b]>R , f-ograniczona,

P={x,,x,,...,x,} - podzial przedzialu [a, b] na n podprzedziatéw.

me= inf f() i My= sup f()im=inf f() : M= sup f(x)

XE[X;_.X; xe[xp.x; ] xe€la,b]

Z uwagi na ograniczonos$¢ f powyzsze kresy sg skonczone.

s(f,P)=> m;(x;, —x,_;) - dolna suma Darboux

k=1

S(f,P)=> M, (x, —x,_,) - gbrna suma Darboux
k=1

VP mb—-a)<s(f,P)<S(f,P)<M(b—a) - obie sumy Darboux sg ograniczone .
Poniewaz przy zageszczaniu podziatu suma dolna nie moze male¢ a suma gorna nie moze rosnac
mozna pokaza¢, ze dla dowolnych podziatéw P, i P,  s(f,B)<S(f,P,). Rzeczywiscie  Biorac
podziatl P;= P; UP, bedacy zageszczeniem obu podziatdw mamy
s(f,R)<s(f,R)<S(f,R)<S(/.R)
czyli istniejg kresy:
1= Sl}l)p s(f,P) -dolna catka Darboux

I= ir}l}f S(f,P) - gérna catka Darboux
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Dla funkcji ograniczonej obie catki zawsze istnieja.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze :

Tw. Warunkiem koniecznym catkowalnosci w sensie Riemanna funkcji fjest jej ograniczono$é

f €Rla,b]= f - ogr.naa,b].
Rzeczywiscie dla danego podziatu P m(b —a) < s(f,P)<o(f,P,{&})< S(f,P)<M(b—a)
s(f, P)=i{gt;0(f, P {5 }) S(fs P)=s{1;1}w(f, P&

Poniewaz przez odpowiedni wybor punktow posrednich mozna sume o(f,P,{&,}) uczynié¢ dowolnie
bliskg sumy dolnej s(f,P)lub gornej S(f,P), ktore sg skonczone jedynie wowczas, gdy funkcja jest

ograniczona na przedziale [a,b]. Ponadto

Tw. Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym catkowalno$ci funkcji f w sensie Riemanna jest z
rownosc¢ catek gornej i dolnej.

Inaczej feRa, bV, 3p:S(f,P)-s(f,P)<e

Tw. Funkcja f ciggla na [a,b] jest R-calkowalna na[a,b].

Dow. Funkcja cigglta na przedziale domknigtym jest jednostajnie ciagla, wigc Ve 3o

Vxixa€la,b] : xi-x<d=[fx1)fx,)|< 3% . Stad , dla dowolnego podzialu P o $rednicy mniejszej

niz o otrzymujemy S(f,P)- s(f, P)=Z M, —m)x, —x;, )< 5= (b-a)=¢.
k=1
Podobnie mozna udowodnié

Tw. Funkcja monotoniczna na [a,b] jest R-calkowalna na [a,b].

Dow. (dla funkcji niemalejacej) Rozwazmy podziat rownomierny P={x;, =a +2%i, i=0,...,n}
Wowczas Mi=f(x,), m=fxi.1), i=1,...,n . Wobec tego

¢, 2)-s(/, P):Z (M —m ), —x, )= ¢ Z (f(x,) = f(x)=(b- a)—f(b);f(”) <g
k=1 k=1

dla dostatecznie duzych n .

Tw. f eR[a,b] (wigc m < f< M), g:[m, M]>R ciagla = gLfei}i’[a,b]. Dowdéd Rudin str 109

Charakteryzacja funkcji calkowalnej w sensie Riemanna

Def. Rodzing przedziatow {(a i Dp )} 4-1.o... Dazywamy pokryciem zbioru 4 < 4 U(a by ).

k=1

Def. Dhugoscig pokrycia nazywamy lim Z (b, —a,) (oile istnieje!).
n—»w pay
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Def. Mowimy, ze zbior ACR jest miary (L) zero, jezeli V., istnieje pokrycie tego zbioru o dtugosci
nie przekraczajacej €.

Przyklad. Dowolny zbioér przeliczalny A={ x1,x,...} ma miar¢ (L) rdwng 0. Pokryciem jest rodzina

przedzialow (x; — 2M) i=1,2,..

A+] 2 l
2 £

Tw. Funkcja f ograniczona na [a,b] jest catkowalna w sensie Riemanna (tzn. feR[a,b]) < zbidr

punktow nieciaglosci funkcji f ma miare zero.

L dla x= 5 €[0,1]; p,q € N wzglednie pierwsze

Przyklad. Funkcja Riemanna f£(x) :{q majgca punkty

0, w pozostaych przypadkach

niecigglosci w punktach wymiernych przedziatu (0,1] jest calkowalna w sensie Riemanna.

Wiasnosci funkcji R-calkowalnych

Tw. Niechf, g eR[a,b], aeR. WoOwczas:

b

b b
2) frg eR[ab] i [(£(x)+gCo)dx=[ f(0dr+ [ g(x)dx

a
b

b) of eR [a,b] i j (f ))dx=a j F(x)dx

a

b b
c) f<g nalab] :If(x)dxﬁfg(x)dx

b c b
d) a<c<b=(f eRa,cli feRlc,b]oraz j f(x)dx = j F(x)dx + j f(x)dx )
e) fg eRla,b] ' ' )

0 |f]eRla,b] i

jif(x)dx

b
< J’ |/ ()|

Punkty a-d sg prostymi konsekwencjami definicji catki i wlasnosci granic. Ponadto jezeli f € R[a,b], to
m<f(x) <M na przedziale [a,b] a z punktu (c) otrzymujemy
b

m(b - a) < j F(x)dx <M (b—a)
Ade) feRa, :fzeiR [a,b] (bo g(r)=rjest funkcja ciagla a f catkowalng) a

fe=5(f+8) - (f-2)]
Adf) feRa, b]:>| fleRa, b] (bo g(t) |t | jest funkcjg ciggla a f caikowalnq) Ponadto A<

wieczcib I| f(x)|dx <J‘ f(x)dx <J‘| f(x)|dx , cojest rtOwnowazne .[f(x)dx < J-|f(x)|dx

Rozszerzenie znaczenia symbolu calki Riemanna

Z definicji catki Riemanna widaé, Ze istotng role odgrywa uporzadkowanie prostej R ( przy tworzeniu
podziatu P). Jezeli zmienimy uporzadkowanie prostej , to sumy catkowe zmieniajg znak, bo zmieniajg
znak roznice x;-x;.; . Przyjmiemy wigc dla a<b
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j.f(x)dxdi— j.f(x)dx.
b a

Stad w szczegolnosci J. f(x)dx=0.

Calkowanie a rézniczkowanie
Tw.  Niech feR[a,b] iniech a < x < b. Wowczas
a) funkcja F(x)= j‘. f(t)dt jest ciagta na [a,b].
b) jesli fjest ciagla \:7 punkcie xoe[a,b] , to F jest rozniczkowalna w punkcie x, i F’(x0)=f(xo).

Dow. a) Niech xe[a,b]. Wybieramy dowolne 4 takie, ze x+he[a,b]

x+h x

j ft)dt — j f(t)dt

x+h

j Ft)dt

x+h x

f@di+ [ f@ode= [ fiyde

|F(x+h)-F(x)|=

(*)

f €Rla,b]= fjest ograniczona na [a,b]<> 3,V o p| /(| <M (+)
max{x,x+h}
Z()i(x*x) |F(x+h)—-F(x)|< J.lf(t)ldtSMlhl = ciaglos¢
min{x,x+h}
Dow. b) Niech xo€[a,b] - punkt ciagtosci funkcji f. Wybieramy dowolne 4 takie, ze
xothela,b]. Wowczas

|F(xo +h) = F(xy)
h

Xo+h

[ s )=

0

Xo+h

(GEEN

*o

1
h

= f(xp)

max{xg,x+h}

[lr@) = 7 (x|t

min{ x,,xo+h}

Xo+h

[ - 1)t

Xo

—

<|=
h

1
h
fest ciggta w punkcie X, = V0350V ) |t - x0| <o= |f(t) — f(x, )| <¢. Stad

hl<s :>|F(x0 +h2—F(xO) )

F(xy+h)—F(x,)

< %|€|h| =&, co implikuje

F,(XO):}zii% = f(x0)
Whiosek. Jezeli fe Cla,b], to F(x) = I f(t)dt jest funkcja pierwotng funkcji fna [a,b] i F(a)=0.
Tw. (Newtona-Leibniza) Jezeli fe‘R[a,b] i istnieje funkcja F' rozniczkowalna na [a,b] taka, ze
b
Voo F'0)=1(x), to [ f(x)dx = F(b)=F(a).

Dow. Dla podziatlu P={x,,x,.,x,} wybieramy punkty posrednic &, €[x, ,,x,]tak, aby
F(x,)-F(x, )= f(&)(x, —x,,) (z tw. Lagrange’a dla F wynika, ze jest to mozliwe).

Wowczas

D fENC —x,) =D (F(x,) = F(x,,))=F(b) - F(a)
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(wszystkie wyrazy sumy z wyjatkiem F(a) i F(b) ulegng redukcji).

n b
Wobec zatozonej catkowalnosci f, jezeli dP— 0, to Z fCE)x, —x)— J. f(x)dx .
k=1 a
b
Stad j F(x)dx = F(b)— F(a).

Tw.  (calkowe o wartosci $redniej)

b
Jezeli funkcja f'jest ciagta na [a,b], = I ce(a,b): J.f(x)dx = f(c)b—-a)

Dow. F(x) = J. f(t)dt jest funkcja pierwotng funkcji /na [a,b]. Wobec tego F'(x) - rézniczkowalna

na [a,b], czyli rowniez ciagla na [a,b], czyli F spelnia zat. tw. Lagrange’a , wige Ice(a,b):
F(b)-F(a)=F (c)(b-a)=f(c) (b-a).

[ f(x)dx
Jezeli feR[a,b] to liczbe p = nazywamy wartoscig srednig funkcji f na przedziale [a,b].

—a

Jezeli fjest ciagla, to Ice(a,b) : = f(c)

Tw. (o calkowaniu przez czesci dla catki oznaczonej)
Jezeli
e figsarozniczkowalne na [a,b],
o [ g eRlab]

o[ /'(¥)g(x)dx = [/ (x)g(x)]

b b
L= [ rg dx = {f (b)) - f(@)g(@)} - [ f(x)g'(x)dx
Dowéd. Latwo zauwazy¢, ze funkcje fg’ 1f’g eR[a,b]. Ze woru (fg)’=fg’ +f’g itw. Newtona —
b
Leibniza mamy J‘(f'g + fg"dx = f(b)g(b)— f(a)g(a), stad teza.

Tw. (o catkowaniu przez podstawienie catki oznaczonej)
1

¢ € Crp b P

) p@)=a, p(B)=p = [ f(@)dx = [ f (@)@ (t)dt
fjestcg.na{x:x=¢(t) tela, fl} “ “
heClyp b B

b h(@)=4, hb)=B = [ g(h(Dh'(x)dx = [ g()dy
gjestcg.na{y:y=h(x) xela,b]} a 4

Dow. (a).Niech F bedzie funkcja pierwotng funkcji fna {x:x=@(t) t €[, ]} ]. Wowczas
F(p(t)) jest funkcjg pierwotng funkcji f(¢(¢))@'(¢) na [a,f]. (z tw. o rozniczkowaniu
funkcji ztozonej). Stad

B b
[ F(p)p' )t = F(p(B) —~ F(p(a) = F(b)— F(a) = [ f (x)dx
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Zastosowanie calki Riemanna

Zastosowania geometryczne calek

L Pole trapezu krzywoliniowego
{(x, )i asx<b fi(x)<y< f,(x), f < f, nalabl, f,, f,- ciagle na [a,b]
A @

a BT OE
P=[(f(x) = f;(x))dx 4

Q C— >

1I. Dlugos$¢ huku krzywej
Niech 7 :t e[a, B]— F(t) = (x(£), y(¢), z(t)) € R® bedzie funkcja wektorowa okreslona na [a, ] .
W dang krzywa wpisujemy tamang i bierzemy kres gorny dhugosci tamanych. Jezeli bedzie on
skonczony, to krzywa nazywamy prostowalna.

Tw. Jezeli ¥ C[laﬁ] to krzywa K : {r(t) te[a, 5]} jest prostowalna (ma dtugos¢) i

B
1= [J@O) +( ) +(E©) dr

Szkic dowodu.

Dhugo$é tamanej= Y |7, — 7, |= >y (x(t,) = x(t,))* +((t,) = (b, ) +(2(t) — 2(6,,))* =
k=1 k=1

={ 3 razy tw. Lagrange’a}= Z \/[x' (& 0+ (7, ) +[2' (v, ) (t, —t,_,)={przejscie graniczne}=>
k=1
teza.

b
Przypadek szczegélny : Jezeli K={(x, fix) : xe [a,b] , fe C[la’,,], to [ = J.\/l +(f (x))dx

III. Objetos¢ bryly
Niech S(x), a < x < b oznacza pole przekroju bryly V ptaszczyzna prostopadtg do osi OX w
punkcie x i niech funkcja S(x) bedzie ciagta na przedziale [a,b].

o | " P .
b
Wtedy V= J.S (x)dx

b
W szczegoblnosci dla bryty obrotowej: V' =7 I 2 (x)dx
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1Vv. Pole powierzchni bryly obrotowej
Pole powierzchni bryly obrotowej aproksymujemy sumg p6l powierzchni stozkow
scietych zakreslonych przez tamang wpisang w dang krzywa.

P=2x[] f(0) N1+ (/")) dx

V. Pole obszaru zadanego w ukladzie biegunowym r <r(¢p); @ €@, 0,].

Dzielac przedziat [¢,,¢,] na n rownych czgsci i
przyblizajac pola otrzymanych kawatkow polami wycinkow
P2
kotowych uzyskujemy wzor P =1 Irz (p)de.
r=r(p) #1

»
»

Dtugos¢ krzywej danej rownaniem biegunowym 7 = r(¢) ; @ € [¢,,¢,] wyliczymy przedstawiajac ta
krzywa w postaci parametrycznej

XD =r0eost 1o o). Stad wyliezymy IFOF + ' OF =i OF « 0 OT
Yty =r(eysing | Pl SAGTYIEEYIY g |

Wobec tego / = T\/[r'(t)]z + ()] dt

P
Zastosowania fizyczne calek

VI. Droga przebyta w ruchu zmiennym

Niech punkt materialny porusza si¢ po plaszczyznie lub w przestrzeni ze zmienng predkoscig

V(1) = (v, (t),v, (),v. (1)) . Oznaczmy v(¢) = V(1) |= \/vi O +vi () +v2() .

Droga przebyta przez punkt w przedziale czasowym [#,t,] wyraza si¢ wzorem

fy 15} 15} 15} L2}
L= j v()dt a przemieszezenie 7 = [F()dt =[[ v, (t)dt, [ v, (0)dt, [ v. (6)dr]

I 4} ) 4} g}
VII. Praca wykonana przez zmienng sile dzialajacq wzdhluz prostej
Zal6zmy, ze rownolegle do osi OX dziata zmienna sita F'(x) =| F (x)].

Praca wykonana przez t¢ site od punktu x=a do punktu x=b wyraza si¢ wzorem
b
W= j F(x)dx.

VIII. Masa odcinka materialnego

Zat6zmy ze odcinek [a,b] obdarzony jest masg o gestosci liniowej p(x) . Wowczas jego masa wyraza

b
sie wzorem m = _[ p(x)dx .

a
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Przyklady

1. Oblicz pole powierzchni i obwdd figury ograniczonej krzywg zadang biegunowo (@) =1—sing
Narysuj ta krzywa w uktadzie wspotrzgdnych x, y.

2z 2
N = J.JZ(l—sin(p)d(p:\/EJ‘\/(sin2§+cosz%—2sin%cos§)d(p:
0 0
v=1l

2z 2z
ﬁj\/(sin%—cos%)zd(o: ﬁj|sin%—cos%|d¢
0 0
Zﬁﬂ sint —cost | dt = 2\/§[J‘ (cost —sint)dt + I(sint —cost)d]dt =
0 0 <

"= 2V2[(V2 - )+ (V2 +1)]=8

2z . z .
: 22 t+cost)|! —(sint + cost
P=%J.(1—sm¢))2d¢):37ﬂ \/_[(Sln cos )|0 (sint +cost)
0

2. Calk¢ Riemanna mozna wykorzysta¢ do obliczania pewnych granic dostrzegajac w pewnych

wyrazeniach sumy catkowe. Aby obliczyé lim A[RA PRRRA - S e L)

n—o n

, przeksztatcimy ja

najpierw do postaci
lim n? Aln? 12 +\/n2—222 ooty ~(n-1)? _ lim Vn? w1 +\/n2;22 tootyfn (1)

timly 1= @) +4fT- @) +y1= @) 41 (2712 -
n 1

li_r)ngH —(Ey? L= I\/l — x”dx = £ (catka przedstawia pole I ¢wiartki kota x* + y* <1).
i=1 0

is
n

3. Obliczy¢ dlugo$¢ krzywej zadanej rOwnaniem biegunowym 7(¢) = §D4 ,0 €[0,3].

P
1= [NIr'(OF +[r()] dt W rozwazanym przypadku

P
3 3 u=16+1 2

[ = J.\l[4t3]2 +[t4]2dt = J.t3\/16+t2dt :{ }:%J.(u—]6)\/;du =
0 0 16

du = 2tdt

25
%j(uf —16u? )du =12 ~ 94.9
16



