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Rachunek rézniczkowy funkcji wielu zmiennych

W kolejnych wyktadach uogélnimy pojecia rachunku rozniczkowego i catkowego funkcji jednej
zmiennej na przypadek funkcji wielu zmiennych. Z uwagi na prostot¢ zapisu i tatwe interpretacje

graficzne ograniczymy si¢ glownie do funkcji 2 lub 3 zmiennych.

Rozwazmy znany z kursu algebry zbiér R* , ktorego elementy (x,,...,x, ) mozemy traktowac jako

e punkty P(x,,...,X,)W k-wymiarowej przestrzeni z naturalnym uktadem wspétrzednych,

e wektory OP zaczepione w ustalonym punkcie O, bedacym poczatkiem uktadu

wspotrzednych i koncu w zadanym punkcie P(x,,...,X,),

. . o qo__ e . k r .
e wektory swobodne X = (x,,...,Xx,) W k-wymiarowej przestrzeni liniowej R" , ktore mozna

zaczepia¢ w dowolnym punkcie.

W zbiorze R* mozemy zdefiniowaé odlegtosé p pomiedzy punktami P(x,,...,x,) i O(,,...,V,)

WZ0orem
k

p(P,Q) = Z('xi _yi)z .

i=1
Okreslona powyzej funkcja p(-,): R x R* —[0,00) zwana metryka (odlegloicig) euklidesows
spetnia nastepujace warunki:
1' VPI,PZERk p(F)I’PZ)ZO 1 p(Pl7P2):0<:>P1:P2

2' vPI,PzeRk p(E,Pz):p(PzaE)
3. Yy pnen PBP)<P(B.P)+p(P,,P)  (warunek réjkata)

Powyzsze warunki mozemy potraktowac jako warunki definiujace metryke p(-,).

Mozna sprawdzi¢, ze takze funkcje okreslone wzorami

e p(P,Q)=maxx, _y[|

I<i<k
k

e P, (P,Q)= Z|xi _yi|
im1

rowniez definiuja metryke w R* .

Par¢ (R, p), gdzie p(-) jest dowolng metryka nazywamy przestrzenia metryczna. Jesli nie bedzie
to wyraznie zaznaczone, to zaktadamy, ze w R* rozwazamy metryke euklidesowa.

Przyktady przestrzeni metrycznych

e X=R px,y) =|x—y|
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0dlax=y
o X#U p(x,y)= (metryka dyskretna)
ldlax=#y

o(x,y)

rowniez jest metryka w X (ograniczong przez 1)
1+ p(x, )

o (X,p) prz. metr. = p, (x, y) =

Przestrzen unormowana

Traktujac R® jako przestrzen wektorowa nad cialem R ze zwyklymi dziataniami dodawania
wektorow X = (X;,..., X, ) 1Y =(V5ee0s V)

X+Y =0+ Y,0X, +3,),
oraz mnozenia wektora przez skalar

ox = (ax,,...,0x; )

mozemy zdefiniowa¢ pojgcie normy euklidesowej wektora X = (x,,...,X, ) wzorem

k
=2
Przypomnienie z algebry

Niech X' bedzie przestrzen liniowa (wektorowa) nad ciatem K (K = R)
Def. Normg w przestrzeni liniowej nad ciatem K (C lub R) nazywamy rzeczywista funkcje
||-||:xeX—>||x||20,przyczym:

Ve bl-0e -t

2 Ve Vsex fax|=lel|x]

30 vx,yeX X+ y" < "X” + ||y||
Parg (X, ”) nazywamy przestrzenig unormowang. Norma jest odpowiednikiem pojecia dhugosci
wektora.

Np. X=R' x=(x.,.,x)

[k
2 .
- ||x|| = in - norma euklidesowa (norma /, )
i=1

- ||X|| =max|x.| - norma max lub /|
o igi<k Y
k
T T
1
i1

Np. X =Cy, - zbior wszystkich funkeji rzeczywistych ciaglych na [a,b]

|| f || = sup | f (x)| = ma>2| f (x)| - norma supremum (sup=max bo fjest cg. na przedziale [a,b])
a<x<b asxs

71

-

‘ Ia/ }ID’X

Fakt. Przestrzen unormowana jest przestrzenia metryczng z metrykg p(x,y) = ||x - y|| .
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Pojecia zwiazane z metryka:
(X,p) - przestrzen metryczna.
e Kula: K(x,,r)={xeX:p(x,x,)<r},

Jak wygladaja kule w R* w réznych metrykach
e Otoczenie (kuliste) punktu xo: Ot(x,,7) = K(x,,7)

e Sasiedztwo punktu xo: S(x,,7) = K(x,,7)—{x,}

Kula w przestrzeni X =C,, ,, z metryka Czebyszewa

A f+r

/\/ £
/\/ f-r
T

L
-

H

K(f,r)- wszystkie funkcje ciagle, ktorych wykresy leza pomiedzy f —ra f +r.

Funkcja rzeczywista k£ zmiennych rzeczywistych

Utozsamiajac punkt P z jego wspotrzednymi X = (x;,...,X, ) rozwaza¢ bedziemy rzeczywista funkcje
punktu P jako funkcje¢ wielu zmiennych (wspoétrzednych punktu)
f:R*>5D 3x—> fix)e R

Przyktad. flx,y)=arcsin®+ arcsin jest rzeczywista funkcja dwoch zmiennych rzeczywistych

okreslong na prostokacie [-a, a]x[-b, b].

Przykladowe wykresy funkcji 2 zmiennych- przekroje- powierzchnie obrotowe np.:

z=x2- P

e Paraboloida hiperboliczna f{x,y)=x*-)*
(siodto)

-3

B <225
<125
<025
C1<-075
B <175
Bl <275
B <375
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e paraboloida obrotowa f{x,y)=x"+)’ ey

AAANAAANAAYV
O_ANWANDNN
NN NN
ARRRA ARG

zZ = 42+ 242

e paraboloida eliptyczna f{x,y)=4x"+9y"

Granica ciagu o warto$ciach w R

Wiadomo, Ze ciag o wartosciach rzeczywistych to funkcja rzeczywista okreslona na zbiorze liczb

rzeczywistych. Podobnie funkcj¢ P: N>n— P(n)=P € R* nazwiemy ciagiem w przestrzeni R* .

Przyjmujac oznaczenia P, = (x!,...,x;), P=(g,,....,g,) mozemy zdefiniowaé granice ciagu w R*

limP, = P<:>hmp( ,P)=0

n—»0

przy czym odlegtos¢ p(P,(Q) pomigdzy punktami P = (x,,...,x,) i O =(,,...,y,) jest zadana

wzorem  p(P,0) = |3 (x, — y,)}

i=1

Uwaga. Powyzej zdefiniowana zbiezno$¢ jest rownowazna zbieznosci ,,po wspotrzednych”- uzasadnic.

Przyktad hm((1+1)" ) (e,1,2)

>TL o

Podobnie jak w rozwazanym poprzednio przypadku funkcji i R—R rzeczywistej zmiennej

rzeczywistej mozemy zdefiniowa¢ otoczenie i sgsiedztwo punktu w przestrzeni metrycznej

Ot(Po,0)= K(Po,0)= {P € D : p(P,F)) <5} ; S(Po,6)= O1(Po,0)-{Po}

Powyzsza definicje granicy ciagu o wartosciach w R mozemy uogolnié na przypadek ciagu o

wartosciach w przestrzeni metryczne;j

N0CEEN
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Def. (granicy ciggu o wartoSciach w przestrzeni metrycznej (X,p):

hmPn = P = vg>03n0€an2nop(Pn’P) <€

n—»0
Pytanie. Czy ciag (1) jest zbiezny w przestrzeni R z metrykg dyskretng. Jak wygladaja ciagi zbiezne
w przestrzeni metrycznej z metryka dyskretna.

To, czy ciag ma granice czy nie zalezy nie tylko od ciagu ale i od metryki. Ten sam ciag moze by¢

zbiezny w sensie jednej metryki a rozbiezny w sensie innej metryki.

Podobnie jak w przypadku ciggdw rzeczywistych mozemy wprowadzi¢ pojecie ciggu
fundamentalnego czyli spetniajacego warunek Cauchy’ego

(C) v Elnoean,mZno p(Pm’Pn)Sg .

>0

Tw. Jezeli ciag (P,) punktow przestrzeni metrycznej (X, p) jest zbiezny, to spetnia on warunek

CauChY’egO v£>03noeNvm,n2n0 p(Pm > Pn) <é&.

Uwaga. W przypadku ciggdéw rzeczywistych prawdziwe jest twierdzenie odwrotne, a w ogdlnym
przypadku nie.

Def. Przestrzen metryczna (X,p) nazywamy zupelng, jezeli kazdy cigg Cauchy’ego elementow
przestrzeni (X,p) jest zbiezny (do elementu przestrzeni (X,p)).

Przyklady
o (R,]|-]|)jest przestrzenig zupelng a (Q, | - | ) nie jest przestrzenia zupeing

e (R', p)jest przestrzenia zupetng

Def. Zbiezno$¢ ciggu w przestrzeni unormowanej a wigc takze metrycznej z metrykg indukowang

przez norm¢, nazywamy zbiezno$cia w sensie normy.

Def. Przestrzenia Banacha nazywamy przestrzen liniowa, unormowang i zupeina.

Metryka d_.(f,g)= sup | f(x) - g(x)| (Czebyszewa) w przestrzeni C, , rzeczywistych funkcji

asx<bh

ciggltych na przedziale [a,b] indukowana przez norme || f ||= sup | f(x)|, jest metryka zbiezno$ci
as<x<b

jednostajnej.

Def. Punkt F, € X nazywamy punktem skupienia zbioru 4 c X < istnieje ciag (P,)cA taki, ze

V,P#P i limP =P,

n—>a0

Def. Punkt zbioru 4, ktory nie jest jego punktem skupienia nazywamy punktem izolowanym zbioru.

Charakteryzacja otoczeniowa punktow i zbiorow w przestrzeni metrycznej.
(X, p) - przestrzen metryczna, AcX, A # O, ( przypomnienie - K (X,,7) = {x € X : p(x,,x) <r})

Def. Punkt ac4 nazywamy punktem izolowanym zbioru 4 < 3 >0 K(a,r) Nn4={a}.
5
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Def. Punkt ac4 nazywamy punktem wewnetrznym zbioru < 3 >0 K(a,r) 4.
Def. Punkt aeX jest punktem brzegowym zbioru 4 < V>0 K(a,r) NA#D A K(a,r) "X\ A4) #D
Def. Punkt aeX\ 4 jest punktem zewnetrznym zbioru 4 < 3 >0 K(a,r) NA#D

Uwaga. Punkt wewnetrzny zbioru A4 nalezy do A4, punkt zewngtrzny nalezy do jego dopeienia, a
brzegowy moze naleze¢ do 4 albo do X-A.

Def. Punkt acX jest punktem skupienia zbioru 4 <Vr>0 (K(a,r) \{a}) NA=D.

Def. Zbior ACX jest otwarty, gdy sklada si¢ z samych punktow wewnetrznych.

Def. Zbior AcX jest domkniety <> A'= X \ 4 jest zbiorem otwartym.

Def. Wnetrze zbioru 4 (oznaczenie - int A) to zbidr wszystkich punktow wewnetrznych.

Def. Brzeg zbioru 4 (oznaczenia - Fr A lub 0A4), to zbidr wszystkich punktow brzegowych.

Whioski:
e A jest otwarty < A=int 4
e  Wnhnetrze zbioru 4 to najwigkszy zbior otwarty zawarty w danym zbiorze.

Def: Domknigciem zbioru A—X nazywamy najmniejszy zbior domkniety 4 nakrywajacy zbior A.

Def. Punkt aeX jest punktem domknigcia zbioru A <Vr>0 K(a,r)nA#J.

Whioski

e Kazdy punkt skupienia zbioru 4 jest punktem domknigcia zbioru A, ale nie odwrotnie, bo np.
punkt izolowany jest punktem domkniecia, ale nie jest punktem skupienia.

e Zbiér domkniety zawiera wszystkie swoje punkty skupienia.

Wilasnosci zbiorow otwartych i domknigtych

Tw.  a) Suma dowolnej ilosci zbiorow otwartych jest zbiorem otwartym.
b) lloczyn skonczonej ilosci zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym.
Dow. (a) Mamy rodzing zbiorow otwartych: {4 .} . :V ¢ A, -otwarty. Nalezy pokazaé, ze: UAS
seS
jest rowniez zbiorem otwartym. Niech x bedzie dowolnym punktem nalezacym do

UAS<I>3S€SZXEAS = 3J:Kxr)cd = EI,:K(x,r)CUAS < suma jest

ses seS

zbiorem otwartym.

Dow. (b): xe( )4, <V,

i=1

xXed oV, . 3. xeKxn)c4d =

..... n} ] /)

n n
L rxeK(x,r)c ﬂAi CO 0znacza, 7e ﬂ A; jest zbiorem otwartym.
i=l1 i=l1

r=min{r,...,r,
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Z praw De Morgana wynika, zZe:
e iloczyn dowolnej ilo$ci zbiorow domknigtych jest zbiorem domknigtym

e suma skonczonej ilo$ci zbioréw domknietych jest zbiorem domknigtym.

GRANICA FUNKCJI
Granica funkcji w punkcie skupienia

(X, o) - przestrzen metryczna, DX, x, - punkt skupienia zbioru D.
(Y, py) - przestrzen metryczna

f:X>5D>Y

Metryka indukowana w podzbiorze D przestrzeni metrycznej X

Niech (X,p) bedzie przestrzenig metryczng a DcX niepustym podzbiorem przestrzeni X. Obcinajac

dziedzing metryki z X x X do DxD otrzymamy nowa przestrzen metryczng (D, pp) - gdzie

Pp =P pp - metryka indukowana (obcicta)

Uwaga . Zbiory otwarte w D sg przecigciami zbioru D ze zbiorami otwartymi w X

W szczegolnosci S(x,,0)={xe D:0< p(x,,x) <0 }

Niech f: X > D —Y, x,- punkt skupienia zbioru D .

Def. (Heine) Punkt g € Y jest granica funkcji f'w punkcie xy, co zapisujemy lim f(x)=g, jezeli
PR

Y )e50.0) }1713; X, =Xg = }1712; fx,)=g
Powyzsza definicja jest rownowazna nastgpujacej

Def. (Cauchy) lim f(x)=g <=V _35.0V..p 0<p.(x,x)<d= p,(f(x),g)<¢

Komentarz: Punk skupienia x, nie musi naleze¢ do D, czyli funkcja nie musi by¢ okreslona w x;.
Nawet jesli funkcja jest okreslona w x,, to warto$¢ funkcji w tym punkcie nie wpltywa na granice
funkcji.

Ciaglos¢ funkcji w punkcie

(X, p,),(Y,p,) -przestrzenie metryczne, O+ D < X, x, € D (!)
Def.  Funkcje¢ f: X D D — Y nazywamy ciagla w punkcie x, jezeli
s Heine v(xn ycD ’111_)1/130 xn = xO = },1_1;1; f(xn) = f(xo)

(] Cauchy vg>035>0vx€0 pX (x7 x()) S 5 = py (f(x)’f(x())) S &

Uwaga: Punkt x, € D ale nie musi by¢ on punktem skupienia zbioru D. Jezeli x, € D jest punktem
izolowanym zbioru D to z definicji funkcja jest ciggta w punkcie izolowanym. Jezeli

7
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natomiast x, € D jest punktem skupienia zbioru D to z definicji funkcja jest ciggla w

punkcie skupienia < lim f(x) = f(x,).

Ciaglos$¢ punktowa

(X,p,),(Y,p,) - przestrzenie metryczne, [: X 5D —>Y

Def. Funkcja fjest punktowo ciagla w D jezeli jest ciggla w kazdym punkcie zbioru D, czyli

fjest punktowo ciaglaw D <
© V2 en ¥V e5035( 650V xyep P (x;,x,)<0=p, (f(xl),f(xz ))S 3
(H) VXGDV(X yeD limx, =x=lim f(x,)= f(x)
" n—»ow n—»ow

Ciaglos¢ jednostajna
(X,p,),(Y,p,) - przestrzenie metryczne, [: X 5D —>Y
Def. Funkcja f jest jednostajnie ciagla w D gdy
vg>035>0vx1 eDvxz eD px (‘xl ’ xZ) < 5 = py (f(xl )? f(xz )) ¢
Bezposrednio z definicji otrzymujemy korzystajac z tautologii {3x Vy : ¢(x,))} = {Vy Ix: ¢(x,))}

Tw. Jezeli fjest jednostajnie ciagla na D , to f jest punktowo ciagla na D.

Problem. Jak praktycznie bada¢ jednostajng ciaglos¢ funkcji?

Uzytecznym pojeciem jest tzw. modul cigglosci funkcji.

Def. Modutem ciaggtosci funkcji f: X > D — Y nazywamy funkcj¢

df
@, (0)=o(f,8)=sup{py (f(x)),f(x,)):x;,x, €D A py(x,Xx,) <5}

Tw. Funkcja f: X > D — Y jest jednostajnie ciaglta na D < iin% o(f,AN)=0
—

Dowéd . f:X oD —Y jest jednostajnie ciggta na D
)
V1503650V 2ea ¥V yes Px(6,9)S6= p, (f(x),f(y))S 3
g
V03550V aes @(f,A) <&
g

lima(f,A)=0
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Inna definicja ciaglosci funkcji w przestrzeni metrycznej:

Def.  Funkcja fjest (punktowo) ciagta na X <
VesoV rex Elé'(x,£)>0vyeX Pxéxd’) <i= Py (f(x),f()’))< &
g

veK(xd)  f(e Kﬁ(f(x),s)
,IIVEf‘l[K(f(x),e)]

K(x,8) e [ K (),8)]
Motywuje to nastepujgca definicje:

Def.  Funkcja fijest ciggtana X <V ,_, A-otwartyw Y = f'[A]-otwarty w X.

Uwaga. W definicji tej nie wystepuje jawnie pojgcie metryki, tylko zbioru pojecie otwartego. Dazac
do uogdlnienia pojecia funkcji cigglej mozna zdefiniowac najpierw zbiory otwarte, a pozniej

W powyzszy sposob zdefiniowac cigglos¢ funkcji.

W zbiorze X rozwazamy rodzine 3 podzbioréw zbioru X , czyli J=2* , gdzie 2* oznacza rodzing

wszystkich mozliwych podzbioréw zbiory X

Def: Rodzing J=2" spetniajaca warunki

1° PeJ, XeT
2° VseS 4,eF =4, €T

seS

3° 4,...,4,€3= (4, €T
k=1
nazywamy topologia w X a jej elementy (czyli zbiory) zbiorami otwartymi.

X, 3, (Y, 3y) - przestrzenie topologiczne
Def. Funkcja f: X — Y jestcigglana X < V oy AeiTy:f'l[A] ed,

Wprowadzanie pewnych pojeé, za pomocag ktorych mozna zdefiniowac ciggto$¢ funkeji, nazywamy

zadawaniem topologii.

Uwagi. Stowo topologia wystepuje przynajmniej w dwoch znaczeniach.
o Zespot pojec za pomocy ktorych definiujemy cigglosé
e Rodzina zbioréw otwartych

Topologie mozna zadaé
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e poprzez metryke

e poprzez zdefiniowanie rodziny zbioréw otwartych (czyli topologii)

e poprzez aksjomatyczne zdefiniowanie ciggéw zbieznych i definicje ciaglosci typu Heinego
(topologia ciggowa L - Frecheta )

Zbiory zwarte i ich wlasnosci

(X, p) - przestrzeh metryczna
Def. 4 ¢ X nazywamy zbiorem zwartym jezeli z kazdego ciagu (x,) © 4 mozna wybra¢ podciag

zbiezny (x, ) do elementu zbioru 4, (czyli V, \_,3 )X, > Xy €A)

%, ),

Np.: Przedzial [a,b] jest zbiorem zwartym w (R, | - | ).

T™w.B-W
Przedzial[a,b] jest ograniczony = z kazdego ciggu elementow przedziatu [a,b] mozna

wybra¢ podciag zbiezny. Granicg tego podciggu zbieznego jest punkt skupienia przedziahu.
Przedzial domknigty z definicji zawiera wszystkie swoje punkty skupienia, czyli rowniez ten, do

ktorego zbiezny jest wybrany podciag.

Tw. W przestrzeni metrycznej zbiér zwarty jest domkniety i ograniczony.

Dowéd. (domknieto$é). Mamy pokaza¢, ze A=A . Przypusémy dla dowodu nie wprost, ze
istnieje ae A4 i agA. Punkt a musi by¢ wiec punktem skupienia (punkt izolowany zbioru nalezy do zbioru) .
Istnieje wiec ciag (x,)cA4 taki, ze x,— a. Ze zwartoSci A z ciggu x, mozna wybraé podciag
zbiezny do elementu zbioru 4. Poniewaz kazdy podciag ciagu zbieznego do a jest zbiezny do a
wnioskujemy, ze a€A.(sprzecznose).

Ograniczonos¢. Przypusémy dla dowodu nie wprost, ze A jest zbiorem zwartym i
nieograniczonym. Z nieograniczono$ci A wynika, ze istnieje ciag (x,)c4, taki, ze p(x,,a)>n V.
Ale ze zwartosci A wynika, ze z ciagu (x,) mozna wybra¢ podciag x, zbiezny do Xo€A.Z

ciaglosci metryki p(x, ,a) = p(x,,a), co przeczy warunkowi p(x, ,a)=n, vk
(sprzecznosc).
Uwaga. W druga stron¢ twierdzenie to nie jest prawdziwe. Ale w (R", p;) [metryka euklidesowa]

zbior zwarty <> domknigty 1 ograniczony.

Tw. Domknigty podzbior B zbioru zwartego A4 jest zbiorem zwartym
Dow. WeZzmy dowolny ciag (x,)cBcA. Ze zwartosci A wynika, ze mozna wybraé podciag

(x,, ) —>xo €A4. Stad x, jest punktem skupienia zbioru B, a z domknigtosci B wynika, ze x, €5,

co dowodzi zwarto$ci B.

Def. (X, p) - przestrzen metryczna, X — zbior zwarty < (X, p) - przestrzen zwarta.

Przyktady

10
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o ([a,b],]||) —przestrzen metryczna zwarta

e AcCR',A-domknigty = (4, p;)— przestrzen metryczna zwarta

Tw. Ciagly obraz zbioru zwartego jest zbiorem zwartym.
tzn, f: X—Y ciagla X, Y prz. metr. X- zwarta = Y- zwarta
Dow. Wezmy dowolny cigg wartosci (y,) < f[X], czyli 3, \_y 1y, = f(x,). X to przestrzen zwarta,
wobec tego z ciggu (x,) mozna wybra¢ podcigg zbiezny EI(xn,() tx, X, €X . Z definicji
cigglosci Heine’go wynika, ze f(x, )—> f(x,) <y, —>y,. Z dowolnego ciagu (y,)
wybrali§my wigc podciag zbiezny y, — y, € f[X]

11



