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Tw.( Warunek wystarczający różniczkowalności) Jeżeli funkcja RDRf n :  ( D - 
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z tw. Lagrange’a o wartości średniej 
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Interpretacja geometryczna pochodnej 
 
Niech YDXf : . Zbiór punktów }:))(,{( XDYXfW  xxx  nazywamy wykresem 
funkcji YDXf : . 
 
Fakt. Jeżeli funkcja YDXf : jest różniczkowalna w punkcie aD  to wektor sXY jest 

styczny do wykresu W funkcji f w punkcie (a,f(a)) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wektor 
hX taki, że 

s=(h, f  '(a)h) 
 
Tw. Jeżeli funkcja YEXf : jest różniczkowalna w punkcie aE, to hiperpłaszczyzna w XY o 

równaniu ))(()( axaay '  ff  jest hiperpłaszczyzną styczną do wykresu funkcji f w punkcie 

))(,( aa f . Jej wykresem jest }:)))((')(,{( XYXffW st  xaxaaxa  
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Przypadki szczególne  
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 rr  jest funkcją wektorową, którą interpretujemy jako opis 

parametryczny krzywej w R3 . Załóżmy, że funkcja ta jest różniczkowalna w punkcie t0[,] 
 

 

 

 

Pochodna )( 0
' tr   jest odwzorowaniem liniowym ciągłym z R w R3 reprezentowanym przez 

macierz 


















)(

)(

)(

)(

0
'

0
'

0
'

0
'

tz

ty

tx

tr . Prosta o równaniu parametrycznym ))(()( 00
'

0 tttt  rrr  jest 

styczną do krzywej )(trr   w punkcie )( 00 trr  . 

   3

),(

),(

),(

),(),(],[,: R

vuz

vuy

vux

vuvudcba 















 rr jest funkcją wektorową, którą 
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Płaszczyzna o równaniu parametrycznym  
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gdzie ur i vr oznaczają kolumny macierzy reprezentującej pochodną ),( 00
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styczną do powierzchni ),( vurr   w punkcie ),( 000 vurr  . 

Po rozpisaniu na współrzędne w postaci równanie płaszczyzny stycznej przybiera postać 
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Po przemnożeniu obu stron równania )()( 000 vvuu vu  rrrr  skalarnie przez wektor 

vu rrn   ortogonalny do ur  i vr  rugujemy parametry u i v i otrzymujemy ogólną postać 

równania płaszczyzny stycznej  

0)( 0  rrn  ,   gdzie vu rrn  . 

 W szczególności  jeśli powierzchnia jest wykresem funkcji 2 zmiennych ),( 21 xxfz  , to 

można ją zapisać parametrycznie przyjmując u=x1 i  v=x2. Wówczas  
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Przykłady 

1. Napisać równanie prostej stycznej do krzywej 
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2. Napisać równanie płaszczyzny stycznej do powierzchni z=x2+y2 w punkcie A(1,2,5). 
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Reguły różniczkowania 

Tw. Jeżeli YDXf :     X, Y – przestrzenie unormowane 

YDXg :  gf , - różniczkowalne w Dx , R,  

 to gf   i g  są różniczkowalne w x  i 
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Dowód. (jak dla funkcji jednej zmiennej) 

 

Def. Mówimy, że funkcja f jest klasy 1
DC  jeżeli posiada w każdym punkcie zbioru D wszystkie 

pochodne cząstkowe ciągłe w D , czyli jest F- różniczkowalna w każdym punkcie zbioru D. 

  
 
RÓŻNICZKOWANIE ZŁOŻENIA 

 

 

ZYX ,, przestrzenie unormowane ,  fDX otwarty fDx    gf DDf ][  

YDXf f :   ZDYg g :  

Tw. Jeżeli  f jest różniczkowalna w punkcie fDx  ( fD  – otwarty) i g jest różniczkowalna w 

punkcie )(xf , to złożenie fg   jest funkcją różniczkowalną w punkcie fDx  i 

)())(()())(()()( xxxxx ffgffgfg   . 

Jeżeli  f  jest funkcją klasy 1
DC  i g jest funkcją  klasy 1

][DfC , to fg   też jest klasy 1
DC . 

Dowód. (jak dla funkcji jednej zmiennej) 
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(')('))((' hxx fgffg 

Trzeba pokazać, że (('|| fg

jak dla funkcji jednej zmiennej)
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Uogólnienie twierdzenia Lagrange’a o wartości średniej

Tw. Niech RDRf n :

różniczkowalną w każdym punkcie odcinka 

))(()()( abcab  fff

Dow. Parametryzujemy odcinek 

Funkcja ))(()( tft x  jest funkcją 

różniczkowalną w )1,0( , czyli spełnia założenia tw. Lagrange’a, więc
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Tw.(o różniczkowaniu funkcji odwrotnej

oraz macierz )(af   jest odwracalna dla pewnego 

nREU   i nRV   takie, że 

Ponadto funkcja g odwrotna do 

odwrotna. 

 

Komentarz zamiast dowodu: 

Istnienie zbiorów VU ,  i funkcji odwrotnej 

stałym (Rudin str. 186). Wzór na pochodną jest natychmiastową konsekwencją tw. o różniczkowaniu 

funkcji złożonej: 
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Uogólnienie twierdzenia Lagrange’a o wartości średniej 

 (D– otwarty, Dba, , odcinek Dab

różniczkowalną w każdym punkcie odcinka ab . Wówczas istnieje 

.   [int – interior – wnętrze] 

 

. Parametryzujemy odcinek ab :       )()( abax  tt   ]1,0[t  

jest funkcją RR   ciągłą na ]1,0[  (jako złożenie funkcji ciągłych) oraz 

, czyli spełnia założenia tw. Lagrange’a, więc 
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jest odwracalna dla pewnego Ea , to wówczas istnieją zbiory otwarte 

takie, że Ua , Vf  )(ab  i VUf
1:1

:  - bijekcja. 

odwrotna do f (czyli 1 fg ) jest klasy 1
VC  oraz )( bg

 

i funkcji odwrotnej g wymaga dowodu np. z twierdzenia Banacha o punkcie 

stałym (Rudin str. 186). Wzór na pochodną jest natychmiastową konsekwencją tw. o różniczkowaniu 
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(jako złożenie funkcji ciągłych) oraz 

(jednej zmiennej) 

jest klasy 1
EC  (E – otwarty) 

, to wówczas istnieją zbiory otwarte 

  1)(  af  - macierz 

wymaga dowodu np. z twierdzenia Banacha o punkcie 

stałym (Rudin str. 186). Wzór na pochodną jest natychmiastową konsekwencją tw. o różniczkowaniu 


